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Общая характеристика работы

Актуальность темы.
В представленной диссертации изучаются обыкновенные дифференциаль-

ные уравнения с операторными коэффициентами, которые являются, вообще
говоря, неограниченными линейными операторами в сепарабельном гильбер-
товом пространстве H. Такие уравнения часто называют дифференциально-
операторными уравнениями (иногда операторно-дифференциальными урав-
нениями). Актуальность таких уравнений обусловлено не только тем, что эти
уравнения содержат многие уравнения с частными производными, но и поз-
воляют нам смотреть с единой точки зрения как на обыкновенные диффе-
ренциальные уравнения, так и на дифференциальные уравнения с частными
производными.

Важнейшим классом дифференциально-операторных уравнений являют-
ся вырождающиеся эллиптические уравнения четвертого порядка. Вырожда-
ющиеся эллиптические уравнения встречаются при решении многих важных
вопросов прикладного характера (теория малых изгибаний поверхностей вра-
щения, изгиб пластинок переменной толщины с острым краем и т.д.). Особо
важную роль играют эти уравнения в газовой динамике. Начало многочис-
ленным исследованиям в этом направлении положила работа Ф. Трикоми [28],
посвященная одному уравнению второго порядка с нехарактеристическим вы-
рождением. Основополагающую роль в теории вырождающихся эллиптиче-
ских уравнений сыграла работа М.В. Келдыша [14], в которой впервые была
изучена первая краевая задача для уравнения второго порядка с характерис-
тическим вырождением и указаны те случаи (в зависимости от показателя
вырождения и младших членов), когда часть границы следует освободить от
граничного условия. Отметим монографию А.В. Бицадзе [2], где впервые по-
ставлены задачи с весами. В работе Г. Фикера [29] была создана единая теория
уравнений второго порядка с неотрицательной характеристической формой.
В работах С.Г. Михлина [21], Л.Д. Кудрявцева [17, 18], П.И. Лизоркин и
С.М. Никольский [19] были исследованы вырождающиеся эллиптические
уравнения (как второго, так и высоких порядков) вариационными методами.
Эллиптические уравнения четвертого порядка, вырождающиеся на границе
области, к которым не применимы вариационные методы, впервые рассмат-
ривались В.К. Захаровым [12, 13]. Он распространил результаты М.И. Вишика
[4] на уравнения четвертого порядка на плоскости при условии на коэффици-
ент при производной третьего порядка по y (здесь линия вырождения – y = 0).
Оказалось, что и для уравнения четвертого порядка младшие члены влияют
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на постановку задачи. Аналогичный факт другими методами был изучен в
работе А. Нарчаева [23]. Е.В. Маховер [20] получил условия дискретности
и недискретности спектра для вырождающегося эллиптического оператора
четвертого порядка. Подробная библиография работ по этой тематике можно
найти, например, в обзорной статье О.А. Олейника и Е.В. Радкевича [24], в
книгах Р. Ойнаров, М. Отелбаев [25], М.М. Смирнова [26] и С.А. Терсенова
[27].

Отметим важную статью G. Jaiani [31], где был обобщен эффект Келдыша.
В статье В.В. Корниенко [15] был исследован спектр для одного вырождающе-
гося обыкновенного дифференциального уравнения второго порядка. В статье
В.П. Глушко [6] было изучено вырождающееся линейное дифференциальное
уравнение первого и второго порядка. В монографии С.Г. Крейна [16] были
изучены линейные дифференциальные уравнения в банаховом пространстве,
а в работе [7] были рассмотрены граничные задачи для дифференциально-
операторных уравнений.

Представленная диссертационная работа является продолжением работ
А.А. Дезина (см. [8, 9] и основана на существенное использование модельных
операторов.

Цели работы. Основными целями настоящей диссертации являются:

• доказательство теорем о непрерывности и компактности вложений для
весовых пространств Соболева как для конечного отрезка [0, b], так и
для бесконечного промежутка [1,+∞),

• доказательство существования и единственности обобщенного решения
для одномерных вырождающихся дифференциальных уравнений (как в
[0, b], так и [1,+∞)), a также изучение спектральных свойств соответ-
ствующих операторов,

• доказательство непрерывности и компактности обратных операторов
для одномерных операторов, а также описание области определения за-
дачи Дирихле (для конечного отрезка [0, b] и бесконечного промежутка)
и для одномерного уравнения Неймана в [0, b],

• доказательство существования и единственности обобщенного решения
для задачи Дирихле дифференциально-операторного уравнения высоко-
го порядка (в [0, b] и [1,+∞)), для задачи Неймана и смешанной задачи (в
[0, b]), задачи Дирихле для случая произвольного веса (в [0, b]), а также
для граничной задачи для одного уравнения первого порядка (в [0, b]).
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Методы исследования. В работе использовались методы теории диф-
ференциальных уравнений (как для одного переменного, так и для многих
переменных) и функционального анализа, методы теории линейных опера-
торов (вообще говоря неограниченных) в сепарабельном гильбертовом про-
странстве. Стоит особо подчеркнуть роль модельных операторов, введенных
А.А. Дезиным (см. [10]), при изучении операторных уравнений. Мы также ис-
пользовали методы спектральной теории, вообще говоря, для неограниченных
операторов (см. книги М.А. Наймарка [22] и J. Weidmann [34]).

Научная новизна. Основные результаты, полученные в диссертации, яв-
ляются новыми и обоснованы строгими математическими доказательствами.

Практическая значимость. Результаты, полученные в диссертацион-
ной работе, имеют теоретический и практический интерес. Они могут быть
использованы в задачах с вырождением как для обыкновенных дифферен-
циальных уравнений, так и для дифференциальных уравнений с частными
производными, а также для дифференциально-операторных уравнений высо-
кого порядка.

Основные положения, выносимые на защиту. На основе проведен-
ных исследований автором выносятся на защиту следующие положения:

• Для весовых пространств Соболева Ẇm
α (0, b), Wm

α (0, b), Ẇm
ρ (0, b) и

Wm
α (1,+∞) доказаны точные теоремы непрерывного вложения, а также

изучены вопросы компактности этих вложений,

• Доказаны теоремы о существовании и единственности обобщенного ре-
шения для одномерных вырождающихся дифференциальных уравнений
высокого порядка в конечном отрезке (0, b) и в бесконечном промежутке
(1,+∞),

• Доказаны теоремы о непрерывности и компактности для обратных опе-
раторов задачи Дирихле (в конечном и бесконечном интервале), задачи
Неймана и смешанной задачи, для задачи Дирихле в случае произволь-
ного веса, также для одного уравнения первого порядка на конечном
отрезке (0, b). Одновременно были изучены спектры соответствующих
операторов,

• Для задачи Дирихле и Неймана в одномерном случае в конечном отрез-
ке были даны описания областей определения соответствующих опера-
торов,
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• В конечном интервале (0, b) доказано существование и единственность
обобщенного решения задачи Дирихле, Неймана и смешанной задачи
для вырождающегося дифференциально-операторного уравнения высо-
кого порядка, для одного дифференциально-операторного уравнения в
случае произвольного веса, для одного дифференциально-операторного
уравнения первого порядка, а также были исследованы спектры соот-
ветствующих операторов,

• Доказано существование и единственность обобщенного решения для
вырождающегося дифференциально-операторного уравнения высокого
порядка в бесконечном интервале (1,+∞).

Апробация полученных результатов.
Результаты работы докладывались на перечисленных конференциях

1. Л. Тепоян, Тезисы докладов всесоюзной конференции Дифференциаль-
ные уравнения и их приложения, Ашхабад, 1986, стр. 147-148,

2. Л. Тепоян, Тезисы докладов всесоюзной конференции, Алма-Ата, 1991,
1 стр.,

3. Л. Тепоян, Об одном дифференциально-операторном уравнении высоко-
го порядка, Материалы конференции, Ереван, Армения, 1993, стр. 212-
217,

4. L. Tepoyan, Degenerate operator equations of higher order, Preprint/23,
University of Potsdam, Germany, 13 pages, 2000, 13 pages,

5. Л. Тепоян, Обобщенная задача Неймана для вырождающегося опера-
торного уравнения, Тезисы докладов международной конференции Ма-
тематика в Армении, Армения, 2003,

6. L. Tepoyan, The Neumann problem for a degenerate operator equation,
Preprint/13, University of Potsdam, Germany, 2004, 11 pages,

7. L. Tepoyan, The mixed problem for a degenerate operator equation.
Preprint/06, University of Potsdam, Germany, 2008, 13 pages,

8. Л. Тепоян, С. Осипова, О количестве действительных корней для одного
многочлена, Тезисы докладов конференции, посвященной 80-летию С.
Мергеляна, Ереван, 2008, стр. 48-50,
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9. L. Tepoyan, Degenerate differential equations on infinite intervals, Third
Russian-Armenian workshop on mathematical physics, complex analysis and
related topics, 4-8 October, Tsaghkadzor, Armenia, 2010, pp. 146-150,

10. L. Tepoyan, Degenerate differential equations on infinite intervals,
International Conference Modern Problems in Applied Mathematics, 4-9
September, Tbilisi, Georgia, 2013, 1 page.

Публикации. Основные результаты диссертации опубликованы в 21 ста-
тье в рецензируемых журналах, входящих в перечень ВАК и десяти тезисах
конференций.

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из введения,
трех глав, содержащих 16 параграфов, которые в свою очередь делятся на 16
пунктов, заключения и списка цитируемой литературы, включающего в себе
92 наименований. Общий объем диссертации составляет 131 страниц.

Содержание работы

Во введении обоснована актуальность диссертационной работы, аргумен-
тирована научная новизна исследований и изложено краткое содержание дис-
сертации.

Диссертационная работа состоит из введения, трех глав, списка использо-
ванной литературы и списка публикаций автора.

Первая глава состоит из двух параграфов и посвящена к изучению весовых
пространств Соболева в конечном интервале (0, b) и в бесконечном промежут-
ке (1,+∞).

Первый параграф 1.1, который состоит из трех пунктов, посвящен к изу-
чению весовых пространств Соболева в конечном интервале (0, b).

В пункте 1.1.1 определяются весовые пространства Соболева Ẇm
α (0, b),

Wm
α (b), Wm

α (0) и Wm
α (0, b), как замыкания линейной многообразии функций

u ∈ Cm[0, b], для которых соответственно выполняются условия u(k)(0) = 0,
u(k)(b) = 0, k = 0, · · · ,m − 1 (в обоих концах), (без каких либо граничных
условий), u(k)(0) = 0, k = 0, · · · ,m − 1 (условия только в левом конце t = 0)
и u(k)(b) = 0, k = 0, · · · ,m − 1 (условия только в правом конце t = b). Для
пространств Ẇm

α (0, b) и Wm
α (b) в качестве нормы мы берем

‖u‖2
Ẇm

α (0,b)
= ‖u‖2Wm

α (b) =

∫ b

0

tα|u(m)|2 dt, (0.1)
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а для пространств Wm
α (0, b) и Wm

α (0)- норму

‖u‖2Wm
α (0,b) = ‖u‖2Wm

α (0) =

∫ b

0

(
tα|u(m)|2 + tα|u(t)|2

)
dt. (0.2)

Доказываются некоторые оценки для функций и их производных из этих про-
странств, а также точные теоремы вложения, используя неравенство Харди.
В частности, для пространства Ẇm

α (0, b) имеют место следующие утвержде-
ния (см. [30], [11]).
Утверждение 1.3. Для любой функции u ∈ Ẇm

α (0, b) при α 6= 1, 3, . . . , 2m−1,
j = 0, 1, . . . ,m− 1 имеет место следующее неравенство

|u(j)(t)|2 ≤ Cjt
2m−2j−1−α‖u‖2

Ẇm
α (0,b)|. (0.3)

При α = 2n+1, n = 0, 1, . . . ,m−1 оценка t2m−2j−1−α в выражении (0.3) берем
t2m−2j−2n−2| ln t|, j = 0, 1, . . . ,m− n− 1.
Утверждение 1.4. Для любого α ≥ 0 и α 6= 1, 3, . . . , 2m − 1 имеет место
непрерывное вложение

Ẇm
α (0, b) ↪→ L2,α−2m(0, b),

которое не является компактным. Более того, для любого β > α− 2m

вложение
Ẇm

α (0, b) ⊂ L2,β(0, b)

является компактным оператором.
Для функций из пространства Wm

α (0, b) справедлива
Теорема 1.6. Для любой функции u ∈ Wm

α (0, b) имеют место следующие
неравенства

|u(j)(t)|2 ≤ (Bj + Cjt
2m−2j−1−α)‖u‖2Wm

α (0,b)|, (0.4)

где α 6= 1, 3, . . . , 2m− 1, j = 0, 1, . . . ,m− 1. При α = 2n+ 1, n = 0, 1, . . . ,m− 1

вместо t2m−2j−1−α в выражении (0.4) берем t2m−2j−2n−2| ln t|,
j = 0, 1, . . . ,m− n− 1.

В пункте 1.1.2 вводятся весовые пространства функций Ẇm
p,α,β(0, b),

1 < p < +∞, вырождающихся в обоих концах отрезка [0, b], как замыкание
Ċm[0, b] по норме

‖u‖p
Ẇm

p,α,β(0,b)
=

∫ b

0

( m∑
k=0

tα−(m−k)p(b− t)β−(m−k)p|u(k)(t)|p
)
dt, (0.5)

где α ≥ 0, β ≥ 0, α 6= p− 1, 2p− 1, . . . ,mp− 1, β 6= p− 1, 2p− 1, . . . ,mp− 1.
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Доказывается, что для u ∈ Ẇm
p,α,β(0, b) справедливы неравенства

|u(m−k)(t)|p ≤ ckt
kp−1−α(b− t)kp−1−β‖u‖p

Ẇm
p,α,β(0,b)

, k = 1, 2, . . . ,m,

а также имеет место следующее
Утверждение 1.8. Для любого α1 > α − mp и β1 > β − mp имеет место
компактное вложение

Ẇm
p,α,β(0, b) ⊂ Lp,α1,β1

(0, b).

Заметим также, что имеет место непрерывное вложение

Ẇm
p,α,β(0, b) ↪→ Lp,α−mp,β−mp(0, b),

которое не является компактным.
В пункте 1.1.3 определяются весовые пространства Ẇm

ρ (0, b) для произ-
вольного веса ρ(t), где ρ(t) является положительной функцией на (0, b] и для
любого 0 < ε < b функции ρ, ρ−1 ∈ L1(ε, b).

Обозначим через Ẇm
ρ (0, b) пополнение Ċm[0, b] по норме (см. статью

E. Poulsen, [32])

‖u‖2
Ẇm

ρ (0,b)
=

∫ b

0

ρ(t)|u(m)(t)|2 dt. (0.5)

Доказывается следующее
Утверждение 1.12. При выполнении условия∫ b

0

τ2m−1

ρ(τ)
dτ <∞

имеет место непрерывное вложение

Ẇm
ρ (0, b) ↪→ L2(0, b).

Более того, это вложение компактно.
Второй параграф 1.2 посвящен к изучению пространств Соболева

Ẇm
α (1,+∞) в (1,+∞). Обозначим через Ċm[1,+∞) линейное многообразие

Ċm[1,+∞) := {u ∈ Cm[1,+∞), u(k)(1) = u(k)(+∞) = 0, k = 0, 1, . . . ,m− 1}.

Обозначим через Ẇm
α (1,+∞) пополнение Ċm[1,+∞) по норме

‖u‖2
Ẇm

α (1,+∞)
:=

∫ +∞

1

tα|u(m)(t)|2 dt.
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Определим весовое пространство

L2,β(1,+∞) := {u, ‖u‖2L2,β(1,+∞) =

∫ +∞

1

tβ |u(t)|2 dt <∞}.

Доказываются следующие утверждения.
Утверждение 1.13. Для функций u ∈ Ẇm

α (1,+∞) имеют место следующие
оценки

|u(j)(t)|2 ≤ Cjt
2m−2j−1−α‖u‖2

Ẇm
α (1,+∞)

, j = 0, 1, . . . ,m− 1. (0.5)

Утверждение 1.14. При β ≤ α− 2m имеет место непрерывное вложение

Ẇm
α (1,+∞) ↪→ L2,β(1,+∞),

которое при β < α− 2m компактно.
Утверждение 1.18. Если функция ϕ имеет ограниченную кусочно-
непрерывную производную порядка m в [1, A] для любого A > 1 и ϕ(k)(1) = 0,
k = 0, 1, . . . ,m − 1 причем ‖ϕ‖Ẇm

α (1,+∞) < ∞, а при больших t выполняются
неравенства (0.5), то ϕ ∈ Ẇm

α (1,+∞).
Вторая глава состоит из четырех параграфов и посвящена к изучению

вырождающихся обыкновенных дифференциальных уравнений.
В параграфе 2.1, который состоит из пяти пунктов, рассматриваются вы-

рождающиеся самосопряженные дифференциальные уравнения высокого по-
рядка в конечном отрезке.

В пункте 2.1.1 рассматривается задача Дирихле для вырождающегося са-
мосопряженного дифференциального уравнения высокого порядка

Pu ≡ (−1)m(tαu(m))(m) + ptβu = f, (0.6)

где t ∈ (0, b), α ≥ 0, α 6= 1, 3, · · · , 2m−1,m ∈ N, p-постоянное число, β ≥ α−2m,
а f ∈ L2,−β(0, b).

Определим обобщенное решение уравнения (0.6) (см. [33]).
Определение 2.1. Функция u ∈ Ẇm

α (0, b) называется обобщенным решением
уравнения (0.6), если имеет место равенство

{u, v}α + p(tβu, v) = (f, v) (0.7)

для любого v ∈ Ẇm
α (0, b).

Доказывается, что обобщенное решение для уравнения (0.7) при p = 0

Su ≡ (−1)m(tαu(m))(m) = f.
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существует и единственно для любого f ∈ L2,−β(0, b). Определим оператор,
соответствующий Определению 2.1.
Определение 2.3. Будем говорить, что u ∈ Ẇm

α (0, b) принадлежит к области
определения D(P ) оператора P , если существует функция f ∈ L2,−β(0, b), так
что выполняется равенство

{u, v}α + p(tβu, v) = (f, v)

для любого v ∈ Ẇm
α (0, b). Тогда будем писать Pu = f .

Так как для оператора S мы имеем D(S) ⊂ Ẇm
α (0, b), то естественно, что

решение уравнения Su = f может иметь лучшее поведение в окрестности
t = 0. Верна следующая теорема (ср. с работой Р. Ойнаров, М. Отелбаев [25]).
Теорема 2.4. Для любого u ∈ D(S), D(S) ⊂ Ẇm

α (0, b) u(0) значение u(0)

конечно при 2m − 1 < α < 2m − 1/2, а при 2m − 2k − 1 < α < 2m − 2k,
k = 1, · · · ,m − 1 конечны также значения u(k)(0). Эти значения u(k)(0),
k = 0, 1, · · · ,m−1 не могут быть заданы произвольно и определяются правой
частью уравнения (0.6).

Заметим, что оператор S действует из L2,−β(0, b) в L2,β(0, b). Определим
новый оператор S := t−βS,D(S) = D(S). Ясно, что оператор S будет действо-
вать в пространстве L2,β(0, b).
Теорема 2.7. Оператор S : L2,β(0, b) → L2,β(0, b) при β ≥ α − 2m являет-
ся положительным и самосопряженным оператором, а обратный оператор
S−1 : L2,β(0, b) → L2,β(0, b) является непрерывным при β ≥ α − 2m и ком-
пактным при β > α− 2m.

Введем обозначение

d(m,α) =
(α− 1)2 · (α− 3)2 · (α− (2m− 1))2

4m
.

Теорема 2.8. Спектр оператора S : L2,β(0, b) → L2,β(0, b) при β = α − 2m

чисто непрерывный и совпадает с лучом [d(m,α),+∞).
В пункте 2.1.2 рассматривается задача Неймана для уравнения

Bu ≡ (−1)m(tαu(m))(m) + ptαu = f, (0.8)

где f ∈ L2,−α(0, b), α ≥ 0, α 6= 1, 3, · · · , 2m− 1, p = const.
Сперва рассматривается случай p = 1.

Определение 2.11. Функция u ∈ Wm
α (0, b) называется обобщенным ре-

шением задачи Неймана для уравнения (0.8) при p = 1, если для любого
v ∈Wm

α (0, b) имеет место равенство

(tαu(m), v(m)) + (u, v) = (f, v).
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Утверждение 2.12. Обобщенное решение задачи Неймана для уравнения
(0.8) при p = 1 существует и единственно для любого f ∈ L2,α(0, b).

Затем дается описание функций из D(B).
Утверждение 2.14. Область определения оператора B состоит из функций
u ∈ Wm

α (0, b), для которых значения u(j)(0), j = 0, 1, . . . ,m − 1, конечны для
0 ≤ α < 2m − 2j. Значение u(0) конечно для 0 ≤ α < 2m + 1. Значения
u(j)(0) не могут быть заданы произвольно и определяются правой частью
уравнения (0.8).

Пусть B ≡ t−αB,B : L2,α(0, b) → L2,α(0, b).
Утверждение 2.15. Оператор B : L2,α(0, b) → L2,α(0, b) является поло-
жительным и самосопряженным, а обратный оператор B−1 : L2,α(0, b) →
L2,α(0, b) является компактным.

В пункте 2.1.3 рассматриваются смешанные задачи двух типов. Сперва
рассматривается смешанная задача первого типа для следующего частного
случая одномерного уравнения

Bu ≡ (−1)m(tαu(m))(m) + tαu = f, (0.9)

где f ∈ L2,−α(0, b), α ≥ 0, α 6= 1, 3, · · · , 2m− 1.
Определение 2.18. Функция u ∈Wm

α (0) называется обобщенным решением
смешанной задачи первого типа для уравнения (0.9), если для любого
v ∈Wm

α (0) выполняется равенство

(tαu(m), v(m)) + (tαu, v) = (f, v).

Имеет место следующее
Утверждение 2.19. Обобщенное решение смешанной задачи первого типа
для уравнения (0.9) существует и единственно для любого f ∈ L2,−α(0, b).

Определим, как и выше, оператор B = t−αB. Доказывается, что оператор
B : L2,α(0, b) → L2,α(0, b) является положительным и самосопряженным, a
обратный оператор B−1 является компактным. Затем доказывается
Утверждение 2.23. Обобщенное решение смешанной задачи первого типа
для уравнения (0.9) при α ≥ 1 существует тогда и только тогда, когда
(f, Pm−sα−1(t)) = 0 для любого многочлена Pm−sα−1(t) порядка m− sα − 1.

Далее рассматривается смешанная задача второго типа для другого част-
ного случая одномерного уравнения

Su ≡ (−1)m(tαu(m))(m) = f, f ∈ L2,−α(0, b). (0.10)

Определение 2.24. Функция u ∈ Wm
α (b) называется обобщенным решением

смешанной задачи второго типа для уравнения (0.10), если для любого
12



v ∈Wm
α (b) выполняется равенство

(tαu(m), u(m)) + (tαu, v) = (f, v). (0.11)

Аналогично смешанной задаче первого типа доказывается существование и
единственность обобщенного решения для уравнения (0.11), а также самосо-
пряженность оператора S : D(S) = D(S) ⊂ L2,α(0, b) :→ L2,α(0, b). Доказыва-
ется также, что оператор S является положительным и самосопряженным, a
обратный оператор S−1 компактным оператором в пространстве L2,α(0, b).

В пункте 2.1.4 рассматриваются вырождающиеся самосопряженные диф-
ференциальные уравнения для произвольного веса

Pu ≡ (−1)m(ρ(t)u(m))(m) = f, f ∈ L2(0, b). (0.12)

Определение 2.25. Функция u ∈Wm
ρ (0, b) называется обобщенным решени-

ем задачи Дирихле для уравнения (0.12), если для любого v ∈Wm
ρ (0, b) имеет

место равенство
(ρ(t)u(m), v(m)) = (f, v).

Доказывается, что обобщенное решение задачи Дирихле для уравнения
(0.12) существует и единственно для любого f ∈ L2(0, b). Отметим, что здесь
предполагается выполнение условия (см. [32])∫ b

0

τ2m−1

ρ(τ)
dτ <∞. (0.13)

Утверждение 2.28. Оператор P : L2(0, b) → L2(0, b) при выполнении усло-
вия (0.13) является положительным и самосопряженным, а обратный опе-
ратор P−1 : L2(0, b) → L2(0, b) является компактным оператором.

В пункте 2.1.5 рассматривается задача Дирихле для уравнения четвертого
порядка следующего вида

Su ≡ (tαu′′)′′ − qu′′ = f, (0.14)

где 0 ≤ α ≤ 4, α 6= 1, 3, q > 0.
Определим функцию vh = vψh, где ψh(t) = 0, 0 ≤ α ≤ h, h < b/2,

ψh(t) = h−3(t− h)2 · (5h− 2t), t ∈ [h, 2h] и ψh(t) = 1, 2h ≤ h ≤ b.
Функция u ∈ Ẇ 2

α(0, b) называется обобщенным решением уравнения (0.14),
если для любой функции v ∈ Ẇ 2

α(0, b) выполняется равенство

(tαu′′, v′′h) + q(u′h, v
′
h) = (f, vh).
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Доказывается, что обобщенное решение уравнения (0.14) при 0 ≤ α < 3 су-
ществует и единственно для любой f ∈ L2(0, b. Доказательство проводится
прямым решением уравнения с использованием функций Бесселя мнимого
аргумента Iν(x) и Kν(x). Отметим, что при этом были использованы асимп-
тотические формулы для бесcелевых функций (см. книгу Г.Н. Ватсон [3]).

Второй параграф 2.2, который состоит из четырех пунктов, посвящен к
изучению вырождающихся несамосопряженных дифференциальных уравне-
ний в конечном интервале (0, b).

В пункте 2.2.1 рассматривается задача Дирихле для вырождающегося
несамосопряженного обыкновенного дифференциального уравнения следую-
щего вида

Su ≡ (−1)m
(
tαu(m)

)(m)
+ a
(
tα−1u(m)

)(m−1)
+ ptβu = f(t), (0.15)

где α ≥ 0, α 6= 1, 3, . . . , 2m−1, β ≥ α−2m, f ∈ L2,−β(0, b), a 6= 0 и p- постоянные
числа.
Определение 2.32. Функция u ∈ Ẇm

α (0, b) называется обобщенным решени-
ем уравнения (0.15), если для любого v ∈ Ẇm

α (0, b) выполняется следующее
равенство

{u, v}α + a(−1)m−1
(
tα−1u(m), v(m−1)

)
+ p(tβu, v) = (f, v).

Теорема 2.33. Пусть выполняются следующие условия

a(α− 1)(−1)m > 0, bα−2m−β
(
d(m,α) +

a

2
(α− 1)(−1)md(m− 1, α− 2)

)
+ p > 0.

(0.16)

Тогда обобщенное решение уравнения (0.15) существует и единственно для
любого f ∈ L2,−β(0, b).

Как и выше, определяется оператор S : L2,β(0, b) → L2,β(0, b), действующий
в L2,β(0, b) и доказывается
Утверждение 2.35. При выполнении условий Теоремы (2.33) обратный опе-
ратор S−1 : L2,β(0, b) → L2,β(0, b) является непрерывным оператором при
β ≥ α− 2m и компактным при β > α− 2m.

Теперь рассмотрим сопряженное к (0.15) уравнение

Tv ≡ (−1)m(tαv(m))(m) − a
(
tα−1v(m−1))(m) + ptβv = g(t), (0.17)

где α ≥ 0, α 6= 1, 3, . . . , 2m−1, β ≥ α−2m, g ∈ L2,−β(0, b), а a 6= 0 и p являются
действительными постоянными.
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Определение 2.36. Будем говорить, что v ∈ L2,β(0, b) является обобщенным
решением уравнения (0.17), если для любого u ∈ D(S) имеет место равенство

(Su, v) = (u, g).

Доказывается, что при выполнении условия (0.16) оператор T−1 является
непрерывным при β ≥ α−2m и компактным при β > α−2m. Заметим также,
что мы имеем T = S∗.

Замечание 2.38. При α > 1 для любого обобщенного решения v уравнения
(0.17) мы имеем (

tα−1|v(m−1)(t)|2
)
|t=0 = 0. (0.18)

Отметим, что для уравнения (0.15) левая часть равенства (0.18) только ко-
нечна. Это является некоторым аналогом теоремы Келдыша (см. [14]).
В пункте 2.2.2 сперва рассматривается несамосопряженное дифференциаль-
ное уравнение четвертого порядка следующего вида

Mu ≡ (tαu′′)′′ + au′′′ = f, (0.19)

где a > 0, α 6= 1, α 6= 3, 0 ≤ α ≤ 4 и f ∈ L2(0, b).
Определение 2.40. Функция u ∈ Ẇ 2

α(0, b) называется обобщенным решением
уравнения (0.19), если для любой u ∈ Ẇ 2

α(0, b) и любого h > 0 имеет место
равенство

{u, vh}α − a(u′′, v′h) = (f, vh),

где vh = vψh.
Прямым решением уравнения (0.19) доказывается, что имеет место следу-

ющая
Теорема 2.41. Для любой функции f ∈ L2(0, b) обобщенное решение уравне-
ния (0.19) при 0 ≤ α < 3 существует и единственно.

Доказывается, что тогда оператор M−1 : L2(0, b) → L2(0, b) является ком-
пактным.

Далее рассматривается несамосопряженное дифференциальное уравнение
четвертого порядка следующего вида

Nv ≡ (tαv′′)′′ − av′′′ = g, 0 ≤ α ≤ 4, (0.20)

где a = const > 0, g ∈ L2(0, b), α 6= 1, α 6= 3.
Определение 2.45. Функция v ∈ L2(0, b) называется обобщенным решением
уравнения (0.20), если для любой u ∈ D(M) имеет место равенство

(Mu, v) = (u, g).
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Заметим, что N = M∗. Доказывается, что уравнение (0.20) при 0 ≤ α < 3

однозначно разрешимо для любого g ∈ L2(0, b).
В статье [1] доказано, что спектры операторов M и N лежат в правой

полуплоскости, а обратные операторы являются компактными операторами
при 0 ≤ α < 3.

В пункте 2.2.3 рассматривается вырождающееся несамосопряженное диф-
ференциальное уравнение четвертого порядка второго типа

Lu ≡ (tαu′′)′′ + au′′′ − pu′′ + qu = f,

где t ∈ (0, b), 0 ≤ α ≤ 2, α 6= 1, a, p, q- постоянные числа, p > 0, a 6= 0,
f ∈ L2(0, b).

Вначале рассматривается уравнение Lu = f при q = 0, поскольку число q
можно считать спектральным параметром для оператора L.

Ku ≡ (tαu′′)′′ + au′′′ − pu′′ = f. (0.21)

Пусть θh(t) = θ(t)ψh(t).
Определение 2.50. Функция u ∈ Ẇ 2

α(0, b) называется обобщенным решением
задачи Дирихле для уравнения (0.21), если для любой функции θ ∈ Ẇ 2

α(0, b)

и любого числа 0 < h < b/2 выполняется равенство

(tαu′′, θ′′h)− a(u′′, θ′h) + p(u′, θ′h) = (f, θh).

Доказывается, что обратный оператор K−1 : L2(0, b) → L2(0, b) при
0 ≤ α ≤ 2, α 6= 1 является компактным оператором (см. [13]). Исходя из
существования и единственности обобщенного решения для уравнения (0.21)
теперь можно изучить также формально-сопряженное уравнение

Pv ≡ (tαv′′)′′ − av′′′ − pv′′ = g, a > 0, p > 0,

обобщенное решение которого определяется путем перехода к сопряженному
уравнению.
Утверждение 2.53. Обратный оператор K−1 : L2(0, b) → L2(0, b) при α 6= 1

является компактным оператором.
Отметим, что оператор P = K∗, т.е. оператор P−1 : L2(0, b) → L2(0, b)

также является компактным оператором. Заметим также, что спектры опе-
раторов K и P лежат в правой полуплоскости.

В пункте 2.2.4 рассматривается граничная задача для вырождающегося
дифференциального уравнения первого порядка

Su ≡ tαu′ − pu = f, u(0)− µu(b) = 0, (0.22)
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где p и µ-постоянные комплексные числа, α ≥ 0 и f ∈ L2,β(0, b). Рассматрива-
ется регулярный случай, т.е. случай α < 1. Пусть S0- минимальный оператор
и S̃-максимальный оператор для оператора S (см. М.А. Наймарк [22] и
J. Weidmann [34]).
Определение 2.54. Оператор S : L2,β(0, b) → L2,β(0, b) называется правиль-
ным, если

S0 ⊂ S ⊂ S̃

и существует обратный оператор S−1 : L2,β(0, b) → L2,β(0, b), заданный на
всем L2,β(0, b).

Наша цель найти такие значения чисел α ≥ 0, β ≥ 0, µ ∈ C, для которых
граничная задача (0.22) имеет единственное решение при любых f ∈ L2,β(0, b),
т.е. когда оператор S будет правильным оператором.

Пусть p(m,α) := bα−1(1− α) ln |µ|+ i argµ+ 2πmi,m ∈ Z.
Теорема 2.55. Обобщенное решение краевой задачи (0.22) выполнении усло-
вия p 6= p(m,α),m ∈ Z существует и единственно для любого f ∈ L2,β(0, b)

тогда, когда
α ≥ 0, β ≥ 0, 2α+ β < 1.

Доказывается, что спектр оператора S : L2,β(0, b) → L2,β(0, b) дискретный и
совпадает с множеством точек

σ(S) = σp(S) = {λ ∈ C : λ = p− p(m,α),m ∈ Z}.

Третий параграф 2.3 посвящен к изучению нелинейных вырождающихся
дифференциальных уравнений в конечном интервале (0, b). Рассматривается
вырождающиеся на обоих концах интервала (0, b) дифференциальное уравне-
ние высокого порядка

Lu ≡
m∑

k=0

(−1)k(ak(t, u, u
′, · · · , u(k)))(k) = f, (0.23)

где t ∈ (0, b),Dk ≡ dk/dtk, а функции ak(t, ξ0, ξ1, . . . , ξk), k = 0, 1, . . . ,m зависят
от t и ξk ≡ (ξ0, ξ1, . . . , ξk), Dku ≡ (u,Du, . . . ,Dku), k = 0, 1, . . . ,m и непрерывны
по t и ξk, дифференцируемы по ξk и удовлетворяют условиям

m∑
k=0

k∑
j=0

akj(t, ξ
k)ηkηj ≥ c3

m∑
k=0

tα−(m−k)p(b− t)β−(m−k)p|ξk|p−2|η|2, (0.24)

|akj(t, ξk)| ≤ c2t
α−(m−k)p(b− t)β−(m−k)p

k∑
i=0

|ξi|p−2, k, j = 0, 1, . . . ,m, (0.25)
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m∑
k=0

k∑
j=0

akj(t, ξ
k)ηkηj ≥ c3

(
m∑

k=0

tα−(m−k)p(b− t)β−(m−k)p|ξk|p−2

)
|η|2, (0.26)

при любых ξk и ηk, k = 0, 1, . . . ,m, |η|2 =
∑m

k=0 |ηk|2, akj(t, ξk) = ∂ak(t,ξ
k)

∂ξj
,

а α ≥ 0, β ≥ 0, p > 1, α, β 6= p − 1, 2p − 1, . . . ,mp − 1, а числа c1, c2, c3-
положительные постоянные.

Отметим, что краевые условия зависят от чисел α и β.
Пусть X рефлексивное, сепарабельное банахово пространство. Определя-

ются сильная монотонность, коэрцитивность и полунепрерывность оператора
B : X → X∗, где X∗ является сопряженным к X пространством и доказыва-
ется следующая (см. книгу Гаевский X., Грегер К., Захариас [5]).
Теорема 2.58. При выполнении условий (0.24), (0.25), (0.26) и p ≥ 2 оператор

L : Ẇm
p,α,β(0, b) → (Ẇm

p,α,β(0, b))
∗

является сильно монотонным и полунепрерывным.
Затем определяется обобщенное решение уравнения (0.23) и доказывается

Теорема 2.60. Для любого f ∈ (Ẇm
p,α,β(0, b))

∗ обобщенное решение уравнения
(0.23) при p ≥ 2 существует и единственно.

Далее рассматриваются нелинейные вырождающиеся дифференциальные
уравнения второго порядка специального вида

Au ≡ −(tα(b− t)βu′)′ + a(t, u) = f(t), (0.27)

где α, β ≥ 0, α 6= 1, β 6= 1, t ∈ (0, b), f ∈ L2,−α,−β(0, b), а функция a(t, ξ)

непрерывна по ξ и для любых комплексных ξ и η удовлетворяет условиям

|a(t, ξ)| ≤ c1t
α(b− t)β(1 + |ξ|),

(a(t, ξ)− a(t, η)(ξ − η) ≥ c2t
α(b− t)β ,

где c1 и c2 являются положительными постоянными.
Доказывается, что оператор A является сильно монотонным и полунепре-

рывным. Затем определяется обобщенное решение уравнения (0.27) и дока-
зывается, что для любого f ∈ Ẇ ∗

α,β(0, b) существует единственное обобщенное
решение.

В параграфе 2.4, который состоит из двух пунктов, изучается задача Ди-
рихле для обыкновенных дифференциальных уравнений на бесконечном ин-
тервале (1,+∞).
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В пункте 2.4.1 изучается задача Дирихле для самосопряженного диффе-
ренциального уравнения высокого порядка

Lu ≡ (−1)m(tαu(m))(m) + atβu = f, (0.28)

где a-постоянное число, α ≥ 0, α 6= 1, α 6= 3, · · · , α 6= 2m− 1, f ∈ L2,−β(1,+∞),
β ≤ α− 2m. Определим оператор Bu ≡ (−1)m(tαu(m))(m).

Аналогично случаю для конечного интервала определяется обобщенное ре-
шение для уравнения (0.28) и доказывается

Утверждение 2.66. Обобщенное решение уравнения Bu = f существует
и единственно для любого f ∈ L2,−β(1,+∞).

Затем определяется оператор B := t−βB : L2,β(1,+∞) → L2,β(1,+∞) и
доказываются следующие три теоремы.

Теорема 2.67. Область определения оператора B состоит из функций
u ∈ Ẇm

α (1,+∞), для которых при 1
2 < α < 1 конечно значение u(m−1)(+∞),

а при 2m − 2k − 2 < α < 2m − 2k − 1, k = 0, 1, . . . ,m − 2, конечны также
значения u(k)(+∞).

Теорема 2.68. Оператор B : L2,β(1,+∞) → L2,β(1,+∞) при β ≤ α − 2m

является положительным и самосопряженным, а обратный оператор
B−1 : L2,β(1,+∞) → L2,β(1,+∞) ограничен, который при β < α − 2m явля-
ется компактным оператором.

Теорема 2.69. Спектр оператора B при β = α− 2m чисто непрерывный
и совпадает с лучом σ(B) = σc(B) = [d(m,α),+∞).

В пункте 2.4.2 рассматривается задача Дирихле для вырождающегося
несамосопряженного дифференциального уравнения высокого порядка на бес-
конечном интервале

Lu ≡ (−1)m(tαu(m))(m) + a(−1)m−1(tα−1u(m))(m−1) + ptβu = f, (0.29)

где m ∈ N, t ∈ (1,+∞), α ≥ 0, α 6= 1, 3, · · · , 2m − 1, β ≤ α − 2m, a 6= 0,
a, p = const ∈ R, f ∈ L2,−β(1,+∞).

Определение 2.70. Функция u ∈ Ẇm
α (1,+∞) называется обобщенным

решением задачи Дирихле для уравнения (0.29), если для любого
v ∈ Ẇm

α (1,+∞) выполняется равенство

(tαu(m), v(m)) + a(tα−1um, v(m−1)) + p(tβu, v) = (f, v).

Доказывается следующая основная теорема (см. статью S.А. Zschorn [35]).
Теорема 2.71. Пусть выполняются условия

a(1− α) > 0, d(m,α) +
a

2
(1− α)d(m− 1, α− 2) + p > 0.
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Тогда обобщенное решение задачи Дирихле для уравнения (0.29) существует
и единственно для любого f ∈ L2,−β(1,+∞).

Теперь рассмотрим формально сопряженное к (0.29) уравнение

Sv ≡ (−1)m(tαv(m))(m) − a(−1)m−1(tα−1v(m−1))(m) + ptβv = g(t), (0.30)

где g ∈ L2,−β(1,+∞), а остальные условия как в предыдущей теореме.
Определим обобщенное решение этого уравнения путем перехода к сопря-

женному уравнению.
Определение 2.72. Функция v ∈ L2,β(1,+∞) называется обобщенным

решением задачи Дирихле для уравнения (0.30), если выполняется равенство

(Lu, v) = (u, g).

Теорема 2.73. Обобщенное решение уравнения (0.30) при выпол-
нении условий Теоремы (2.71) существует и единственно для любого
g ∈ L2,−β(1,+∞).

Третья глава, которая состоит из шести параграфов, посвящена к изуче-
нию вырождающихся дифференциально-операторных уравнений.

В параграфе 3.1 сперва приводится общая схема изучения
дифференциально-операторных уравнений, а затем рассматривается за-
дача Дирихле для дифференциально-операторного уравнения высокого
порядка в конечном интервале.

Пусть H сепарабельное гильбертово пространство. Обозначим через
Hβ(0, b), β ≥ 0 гильбертово пространство функций u(t), t ∈ (0, b) со значе-
ниями в H, для которых

‖u‖2Hβ(0,b)
=

∫ b

0

tβ‖u(t)‖2H dt <∞.

Рассматривается дифференциально-операторное уравнение

Lu ≡ (−1)m(tαu(m))(m) +A(tα−1u(m))(m−1) + Ptβu = f(t), (0.31)

где t ∈ (0, b), α ≥ 0, α 6= 1, α 6= 3, · · · , α 6= 2m− 1, f(t) ∈ H−β(0, b), а операторы
A и P действуют в пространстве H и обладают общей полной системой соб-
ственных функций, образующих базис Рисса в H (являются так называемыми
M -операторами, см. А.А. Дезин [10]).

Пусть {ϕk}k∈N такая система собственных функций и, следовательно,

Aϕk = akϕk, Pϕk = pkϕk, k ∈ N,

20



где ak и pk, k ∈ N являются собственными значениями операторов A и P .
Поскольку {ϕk}k∈N образует базис Рисса в H, то можем записать

u(t) =

∞∑
k=1

uk(t)ϕk, f(t) =

∞∑
k=1

fk(t)ϕk.

Тогда операторное уравнение (0.31) расщепляется на бесконечную цепочку
вырождающихся обыкновенных дифференциальных уравнений

Lkuk ≡ (−1)m(tαu
(m)
k )(m)) + ak(t

α−1u
(m)
k )(m−1) + pkt

βuk = fk(t), k ∈ N (0.32).

Определение 3.1. Будем говорить, что функция uk ∈ D(Lk), k ∈ N, если
uk является обобщенным решением уравнения (0.32) для некоторой функции
fk ∈ L2,−β(0, b).
Определение 3.2. Будем говорить, что u ∈ Hβ принадлежит D(Lβ) и
Lβu = f , если существует такая последовательность конечных сумм um,
m ∈ N, так что выполняются равенства

lim
m→∞

‖um − u‖Hβ(0,b) = 0, lim
m→∞

‖fm − f‖H−β(0,b) = 0.

Функция u ∈ Hβ(0, b), для которого Lu = f , называется обобщенным решени-
ем операторного уравнения (0.31). При доказательстве однозначной разреши-
мости для операторного уравнения (0.31) мы пользуемся следующей теоремой
(доказательство см. в [10]).
Теорема 3.4. Операторное уравнение (0.31) однозначно разрешимо для лю-
бой функции f ∈ H−β(0, b) тогда и только тогда, когда все уравнения цепоч-
ки при любых fk ∈ L2,−β(0, b), k ∈ N однозначно разрешимы и существует
независимая от k ∈ N постоянная c > 0, такая что равномерно по k ∈ N
выполняются неравенства

‖uk‖L2,β(0,b) ≤ c‖fk‖L2,−β(0,b). (0.33)

В параграфе 3.2 изучается задача Неймана для дифференциально-
операторного уравнения высокого порядка

Pu ≡ (−1)m(tαu(m))(m) + tαAu = f, (0.34)

где α ≥ 0, f ∈ L2,−α((0, b), H), оператор A : H → H является M -оператором в
H и система {ϕk}∞k=1, Aϕk = akϕk, k ∈ N образует базис Рисса в H. Применив
общую схему изучения для операторного уравнения (0.34) для любого
u ∈ L2,α((0, b), H) и f ∈ L2,−α((0, b), H) будем иметь

u =

∞∑
k=1

uk(t)ϕk, f =

∞∑
k=1

fk(t)ϕk, k ∈ N. (0.35)
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Тогда получаем бесконечную цепочку обыкновенных дифференциальных
уравнений

Pkuk ≡ (−1)m(tαu
(m)
k )(m) + akt

αuk = fk, fk ∈ L2,−α, k ∈ N. (0.36)

Определение 3.7. Функция u ∈ L2,α((0, b), H) называется обобщенным ре-
шением задачи Неймана для уравнения (0.34), если функции uk(t), k ∈ N в
представлении (0.35) являются обобщенными решениями задачи Неймана для
уравнений (0.36).

Доказывается следующая основная
Теорема 3.8. При выполнении условия ρ(1−ak, λm) > ε, k,m ∈ N обобщенное
решение задачи Неймана для операторного уравнения (0.34) существует и
единственно для любого f ∈ L2((0, b), H).

В параграфе 3.3 рассматривается смешанная задача для операторного
уравнения

Pu ≡ (−1)m(tαu(m))(m) + tαAu = f, (0.37)

где t ∈ (0, b), α ≥ 0, f ∈ L2,−α((0, b), H), а линейный оператор A : H → H

действует сепарабельном гильбертовом пространстве H.
Применив общую схему решение дифференциально-операторного уравне-

ния (0.37) будем искать виде u =
∑∞

k=1 uk(t)ϕk. Тогда получаем бесконечную
цепочку обыкновенных дифференциальных уравнений

Pkuk ≡ (−1)m(tαu
(m)
k )(m) + akt

αuk = fk, fk ∈ L2,−α, k ∈ N. (0.38)

Определение 3.10. Функция u ∈ L2,α((0, b), H) называется обобщенным ре-
шением смешанной задачи первого или второго типа для уравнения (0.37),
если функции uk(t), k ∈ N являются обобщенными решениями смешанной за-
дачи первого или второго типа для уравнения (0.38).

Обозначим собственные значения операторов B и S (см. Главу 2) через
{λk}∞k=1 и {νk}∞k=1. Предположим, что выполняются неравенства

ρ(1− ak, λm) > ε, k,m ∈ N, (0.39

ρ(−ak, νm) > ε, k,m ∈ N, (0.40)

где ε > 0 и ρ-расстояние в комплексной плоскости. Тогда справедлива следу-
ющая основная

Теорема 3.11. При выполнении условия (0.39) ((0.40)) обобщенное реше-
ние смешанной задачи первого типа (второго типа) для уравнения (0.38)

существует и единственно для любых f ∈ L2,−β((0, b), H).
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В параграфе 3.4 рассматривается вырождающееся дифференциально-
операторное уравнение высокого порядка для произвольного веса

Pu ≡ (−1)m(ρ(t)u(m))(m) +Au = f, f ∈ L2((0, b), H). (0.41)

Пусть система собственных функций {ϕk}∞k=1 оператора A образует базис
Рисса в H. Пользуясь общей схемой исследования операторных уравнений
решение будем искать в виде

u(t) =

∞∑
k=1

uk(t)ϕk, f =

∞∑
k=1

fk(t)ϕk, k ∈ N. (0.42)

Тогда будем получать бесконечную цепочку обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений

Pkuk ≡ (−1)m(ρ(t)u
(m)
k )(m) + akuk = fk, fk ∈ L2(0, b), k ∈ N. (0.43)

Для уравнений (0.43) мы сможем определить обобщенные решения uk(t),
k ∈ N задачи Дирихле (см. Главу 2).

Определение 3.13. Функция u ∈ L2((0, b), H) называется обобщенным
решением задачи Дирихле для уравнения (0.41), если функции uk(t), k ∈ N
в равенстве (0.43) являются обобщенными решениями задачи Дирихле для
уравнений (0.43).

Пусть числа {λk}∞k=1 являются собственными значениями оператора S.
Предположим, что имеют место неравенства

ρ(−ak, λm) > ε, k,m ∈ N, (0.44)

где ε > 0 и ρ является расстоянием в комплексной плоскости.
Теорема 3.15. При выполнении условия (0.44) обобщенное решение задачи

Дирихле для операторного уравнения (0.41) существует и единственно для
любых f ∈ L2((0, b), H).

Если оператор A : H → H является самосопряженным, то мы можем дать
следующее описание спектра оператора P (см. Ю.М. Березанский [1]).

Теорема 3.16. Спектр σ(P ) оператора P : L2((0, b), H) → L2((0, b), H)

совпадает с замыканием прямой суммы σ(P ) и σ(A), т.е.

σ(P ) = σ(S) + σ(A) ≡ {λ1 + λ2 : λ1 ∈ σ(S), λ2 ∈ σ(A)}. (0.45)

В параграфе 3.5 рассматривается вырождающееся дифференциально-
операторное уравнение первого порядка

Lu ≡ tαu′(t)− Pu = f(t), u(0)− µu(b) = 0, (0.46)
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где t ∈ (0, b), α ≥ 0, ν ∈ C, P : H → H является линейным оператором в
сепарабельном гильбертовом пространстве H и f ∈ L2,β((0, b), H).

Следуя общей схеме вместо граничной задачи (0.46) для операторного
уравнения получаем бесконечную цепочку граничных задач для обыкновен-
ных дифференциальных уравнений

Lkuk ≡ tαu′k(t) + akuk = fk(t), uk(0)− µuk(b) = 0, k ∈ N. (0.47)

Определяется оператор L : L2,β((0, b), H) → L2,β((0, b), H) как замы-
кание соответствующей дифференциальной операции (0.45), первоначаль-
но определенной на всех конечных линейных комбинациях uk(t)ϕk, где
uk ∈ D(Lk), k ∈ N.

Доказывается следующая основная теорема
Теорема 3.21. Для равномерного выполнения по k ∈ N неравенств

‖uk‖L2,β(0,b) ≤ c‖fk‖L2,β(0,b), c > 0

при µ = 0 достаточно выполнение условий

Repk ≥M, k ∈ N, (0.48)

для некоторого M ∈ R, а в случае µ 6= 0 достаточным являются условия

|eγkb
1−α

− µ| ≥ ε, |Repk| ≤ K, (0.49)

для любых k ∈ N и некоторого ε > 0,K > 0, где γk = pk

1−α .
В параграфе 3.6, который состоит из двух пунктов, рассматриваются вы-

рождающиеся дифференциально-операторные уравнения в бесконечном ин-
тервале (1,+∞).

В пункте 3.6.1 рассматривается задача Дирихле для вырождающегося са-
мосопряженного дифференциально-операторного уравнения

Lu ≡ (−1)m(t(α)u(m))(m) +Atβu = f(t), (0.50)

где f ∈ L2,−β(((1,+∞), H), а линейный оператор A : H → H является M -
оператором.

Нетрудно убедиться, что при выполнении условия ρ(−ak, σ(L)) > ε > 0,
k ∈ N, где Bu ≡ (−1)mt−β(tαu(m))m, Aϕk = akϕk, k ∈ N и ρ-расстояние
в комплексной плоскости C, равномерно относительно k ∈ N выполняются
неравенства ‖uk‖L2,β(1,+∞) ≤ c‖fk‖L2,−β(1,+∞). Поэтому обобщенное решение
уравнения (0.50) существует и единственно для любого f ∈ L2,−β(1,+∞).
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Когда оператор A является самосопряженным, имеет место следующая
Теорема 3.24. Спектр оператора L совпадает с замыканием прямой сум-

мы спектров σ(B) и σ(A), т.е.

σ(L) = σ(B) + σ(A).

В пункте 3.6.2 рассматривается задача Дирихле для вырождающегося
несамосопряженного дифференциально-операторного уравнения

Lu ≡ (−1)m(t(α)u(m))(m) + (−1)m−1A(tα−1u(m))(m) + Ptβu = f(t), (0.51)

где t ∈ (1,+∞), f ∈ L2,−β((1,+∞), H), а линейные операторы A и P ,
действующие в H, являются M -операторами.

Как и выше, операторное уравнение (0.51) расщепляется в бесконечную
цепочку обыкновенных дифференциальных уравнений

Lkuk ≡ (−1)m(tαu
(m)
k )(m) + (−1)m−1ak(t

α−1u(m))(m−1) + pkt
βu = fk(t), (0.52)

где fk(t) ∈ L2,−β(1,+∞), а числа ak и pk, k ∈ N являются собственными
значениями операторов A и P .

При фиксированном k ∈ N достаточным условием разрешимости уравне-
ния (0.52) является условие

ak(1− α) > 0, γk = d(m,α) +
ak
2
(1− α)d(m− 1, α− 2) + pk > 0, k ∈ N, (0.53)

где ak 6= 0, ak и pk некоторые числа, k ∈ N.
Используя общую схему доказывается, что при равномерном выполнении

неравенств

ak(1−α) > 0, γk = d(m,α)+
ak
2
(1−α)d(m−1, α−2)+pk > ε > 0, k ∈ N (0.54)

справедлива следующая
Теорема 3.25. При выполнении условия (0.54) для любого k ∈ N опера-

торное уравнение (0.51) имеет единственное обобщенное решение для любого
f ∈ H−β(1,+∞). При этом обратный оператор L−1 ограничен.

Отметим также, что в отличие от одномерного случая обратный оператор
будет компактным лишь тогда, когда пространство H является конечномер-
ным (см. статью E.V. Poulsen [32]).
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ԱՄՓՈՓՈՒՄ

Լ.Պ. Տեփոյան

ԵԶՐԱՅԻՆ ԽՆԴԻՐՆԵՐ ՎԵՐԱՍԵՐՎՈՂ

ԴԻՖԵՐԵՆՑԻԱԼ-ՕՊԵՐԱՏՈՐԱՅԻՆ ՀԱՎԱՍԱՐՈՒՄՆԵՐԻ ՀԱՄԱՐ

Ներկայացվող ատենախոսության մեջ դիտարկվում են հետևյալ բարձր կարգի

վերասերվող դիֆերենցիալ-օպերատորային հավասարումները

Lu ≡ (−1)m(tαu(m))(m) +A(tα−1u(m−1))(m) + tβPu = f,

որտեղ t ∈ Vt, Vt = (0, b) կամ Vt = (1,∞), α ≥ 0, α 6= 1, 3, · · · , 2m− 1,

f ∈ L2,−β(Vt, H) ≡ H−β(Vt), այսինքն

‖f‖2H−β(Vt)
=

∫
Vt

t−β‖f(t)‖2H dt <∞,

A, P : H → H հանդիսանում են, ընդհանրապես ասած, գծային անսահմանափակ

օպերատորներ, H սեպարաբել հիլբերտյան տարածության մեջ։

1) Սոբոլևի կշռային Ẇm
α (0, b), Wm

α (0, b), Wρ(0, b) և Ẇm
α (1;+∞)

տարածությունների համար ապացուցվել են համապատասխան ներդրման

օպերատորների անընդհատությունը, ինչպես նաև հետազոտվել են այդ

ներդրումների կոմպակտության հարցերը,

2) Ապացուցվել են ընդհանրացված լուծման գոյության և միակության թեորեմներ

միաչափ բարձր կարգի վերասերվող դիֆերենցիալ հավասարումների համար ինչպես

վերջավոր (0, b), այնպես էլ անվերջ (1,+∞) միջակայքերում,

3) Մենք ապացուցում ենք անընդհատության և կոմպակտության թեորեմներ

Դիրիխլեի խնդրի համար (վերջավոր և անվերջ միջակայքերում), Նեյմանի և խառը

խնդիրների համար, Դիրիխլեի խնդրի համար կամայական կշռի դեպքում, ինչպես

նաև մի առաջին կարգի հավասարման համար (0, b) միջակայքերում։ Հետազոտվել

են նաև համապատասխան օպերատորների սպեկտրները,

4) Դիրիխլեի և Նեյմանի միաչափ խնդիրների համար վերջավոր (0, b)

միջակայքում տրվել է համապատասխան օպերատորների որոշման տիրույթների

նկարագիրը,
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5) Վերջավոր (0, b) միջակայքում ապացուցվել են ընդհանրացված լուծման

գոյութունը և միակությունը Դիրիխլեի, Նեյմանի և խառը խնդիրների համար բարձր

կարգի վերասերվող դիֆերենցիալ-օպերատորային հավասարումների համար, մի

եզրային խնդրի համար վերասերվող առաջին կարգի դիֆերենցիալ-օպերատորային

հավասարման համար, մի բարձր կարգի վերասերվող օպերատորային հավասարման

համար կամայական կշռի դեպքում, ինչպես նաև հետազոտվել են համապատասխան

օպերատորների սպեկտրները,

6) Մենք ապացուցում ենք ընդհանրացված լուծման գոյութունը և միակությունը

բարձր կարգի վերասերվող դիֆերենցիալ-օպերատորային հավասարումների համար

(1,+∞) միջակայքում։
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R E S U M E

Liparit Tepoyan
Boundary-value problems for degenerate

differential-operator equations

In presented work we consider differential-operator equation

Lu ≡ (−1)m(tαu(m))(m) +A(tα−1u(m−1))(m) + tβPu = f,

where t ∈ Vt, Vt = (0, b) or Vt = (1,∞), α ≥ 0, α 6= 1, 3, · · · , 2m− 1,

f ∈ L2,−β(Vt, H) ≡ H−β(Vt), i.е.

‖f‖2H−β(Vt)
=

∫
Vt

t−β‖f(t)‖2H dt <∞,

linear operators A,P : H → H are, in general, unbounded operators in separable

Hilbert space H.

In other words we consider ordinary differential equations with operator

coefficients. We suppose that this operators have common complete system of

eigenfunctions {ϕk}∞k=1 which form Riesz basis in H. These equations contains not

only classical equations of mathematical physics but also more general equations.

The basic results obtained in thesis are the following:

1) For weighted Sobolev spaces Ẇm
α (0, b), Wm

α (0, b), Wρ(0, b) and Ẇm
α (1;+∞)

we prove continuity of corresponding embedding operators and study compactness

of this embeddings,

2) We prove theorems on existence and uniqueness of generalized solution for

the one-dimensional degenerate differential equations of higher order both in finite

interval (0, b) and in infinite interval (1,+∞),

3) We prove continuity and compactness theorems for inverse operators of

Dirichlet problem (on finite and infinite intervals), Neumann and mixed problems

on (0, b), for Dirichlet problem in case of arbitrary weight, as well as for one first

order equation. We explore also the spectra of corresponding operators,

4) For the one-dimensional Dirichlet and Neumann problems on finite interval

we describe domain of definitions for corresponding operators,
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5) We prove existence and uniqueness of generalized solutions of Dirichlet,

Neumann and mixed problems for degenerate differential-operator equation of

higher order, for one degenerate operator equation of higher order for arbitrary

weight and for first order degenerate differential-operator equation in finite interval

(0, b) as well as explore the spectrum of corresponding operators,

6) We prove that generalized solution for degenerate differential-operator

equation of higher order exists and is unique on infinite interval (1,+∞).
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