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Общая характеристика работы

Актуалность темы. В диссертации исследуются различные вопросы сходимости рядов по
системе Франклина и ее обобщений. Система Франклина первый пример ортонормирован-
ного базиса в пространстве C [0, 1], которая была построена Франклином в 1928 г. (см. [4]).
Это полная ортонормированная система непрерывных и кусочно-линейных функций (с дво-
ичными узлами).

Систематическое исследование системы Франклина начал З. Чисельский в [5] и [6]. В этих
работах он выявил основные свойства этой системы. Эти свойства дали толчок для получения
дальнейших результатов. Известно, что система Франклина является базисом в C [0, 1] и
Lp [0, 1] при 1 ≤ p < ∞. Безусловная базисность этой системы в Lp [0, 1] при 1 < p < ∞
было доказано С. Бочкаревом в [7]. Кроме этого система Франклина является безусловном
базисом во всех рефлексивных пространствах Орлича [8]. Далее П. Войташек в [9] получил
характеризацию пространств BMO в терминах коэффициентов функций системы Франклина
и доказал, что эта система является безусловным базисом в действительном пространстве
Харди H1. Безусловная базисность системы Франклина в действительных пространствах
Харди Hp, 1

2
< p ≤ 1, были получены П. Шелином и Дж. Стромбергом ([10]). З. Чиселский и

А. Чанг доказали, что f ∈ H1, если ее ряд Фурье-Франклина безусловно сходится в L1 ([11]).
Базисы в пространствах C1 (I2) (см. [12], [13]) и A (D) (см. [8]) также построены с примене-

нием системы Франклина. Здесь C1 (I2) - пространство всех непрерывно дифференцируемых
функций f (x, y) на квадрате I2 = [0, 1] с нормой

‖f‖ = max |f (x, y)|+ max

∣∣∣∣∂f∂x
∣∣∣∣+ max

∣∣∣∣∂f∂y
∣∣∣∣ ,

а A (D) пространство аналитических функций на открытом диске D = {z : |z| < 1} и непре-
рывных в замкнутом диске. Вопросы существования базисов в C1 (I2) и A (D) были постав-
лены С. Банахом [14].

Дальнейшие исследования показали, что системы Хаара и Франклина имеют много общих
свойств. Тем не менее доказательства свойств системы Франклина существенно трудныeе чем
доказательства свойств системы Хаара. В частности, совсем недавно была получена теорема
единственности типа Кантора для рядов Франклина ([15]). Отметим также, что многие зада-
чи, решенные для системы Хаара, остаются открытыми для системы Франклина. Например,
неизвестно, как можно восстановить коэффициенты всюду сходящегося ряда Франклина. На
аналогичный вопрос для системы Хаара еще в 1960-х годах ответил В. Скворцов [16].

В работе [17] З. Чисельский и А. Камонт определили общую систему Франклина. Из оце-
нок L∞-норм ортогональных проекций на пространство кусочно-линейных функций (см. [5])
следует, что для каждой последовательности узлов T , соответствующая система Франклина
является базисом в Lp [0, 1], 1 ≤ p < ∞ и если все узлы из T простые, то соответству-
ющая общая система Франклина является базисом в C [0, 1]. Отметим также, что каждая
непрерывная на [0, 1] функция является пределом частичных сумм ряда по общей систе-
ме Франклина, в равномерной норме. В [18] Г. Геворкян и А. Камонт доказали, что общая
система Франклина является безусловным базисом в пространствах Lp [0, 1], 1 < p <∞.

Стромберг [19] поставил перед собой задачу построить базис в пространстве Hp (R). Мо-
дифицируя систему Франклина, он получил систему {fi,j (x)}+∞i,j=−∞, которая является без-

условным базисом в Hp (R) при p >
1

2
.

В 1915 году Н. Лузином [20] была поставлена задача о том, может ли тригонометриче-
ский ряд сходится к +∞ на множестве положительной меры. Ю. Гермейер [21] доказал, что
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тригонометрический ряд не может суммириватся методом Римана к +∞ на множестве по-
ложительной меры. Н. Лузин и И. Привалов [22] построили пример тригонометрического
ряда, почти всюду суммируемого к +∞ методом Абеля. Д. Меньшов [23] доказал, что для
любой функции, не объязательно конечной почти всюду, существует тригонометрический
ряд, сходящийся к ней по мере. В частности, существует тригонометрический ряд, который
по мере сходится к +∞ на [−π, π]. А. Талалян [24] установил, что для любой измеримой на
[−π, π] функции f существует тригонометрический ряд, сходящийся к ней по мере и почти
всюду на множестве, где f конечна. Наконец, в 1988 году С. Конягин [25] решил проблему
Лузина.

Mногие математики исследовали вопрос сходимости или суммируемости к +∞ ортого-
нальных рядов на множестве положительной меры (см. [26]-[31]), в частности для системы
Франклина это свойство исследовано Г. Геворкяном в [31]. Г. Геворкян [32] доказал признак
сходимости ряда по классической системы Франклина.

В 1898, 1899 годах американский физик Дж. У. Гиббс опубликовал две заметки ([34], [35]),
в которых показал, что ряд Фурье не всегда представляет разлагаемую функцию с должной
точностью. Гиббс не знал, что этот результат уже был опубликован английским ученом Г.
Уилбрагамом в 1848 году (см. [36]), который доказал, что ряд Фурье разрывной функции не
сходится к разлагаемой функции в окрестности разрыва. В последствие за этим явлением
установилось название "Явление Гиббса".

Демонстрируем явление Гиббса на частном примере функции

f (t) = sgn t =


−1, при − π < t < 0

0, при t = 0

1, при 0 < t < π,

продолженной с периодом 2π на всю ось. Для этой функций сумма первых n ненулевых
членов ряда Фурье имеет вид

Sn (t) =
4

π

n∑
k=1

sin (2k − 1) t

2k − 1
.

Характер приближения функции f (t) частичными суммами Sn ее ряда Фурье изображен
на рисунке:

Как видно частичные суммы Sn осцилируют вблизи значений ±1 функции f (t). Известно,
что справедлива формула

max
(

lim
n→∞

Sn (t)
)

=
2

π

π∫
0

sin t

t
dt ≈ 1.179.
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Таким образом сумма ряда Фурье функции f (t) делает скачки примерно на 17.9% боль-
ше, чем скачки функции f (t). Результат выше справедлив и при разложении в ряд Фурье
функций общего типа имеющий разрыв первого рода (см. [37]).

Далее многие авторы исследовали явление Гиббса для разных ортогональных систем (см.
[2] стр. 123-126, [38]-[42]).
Цель и задачи диссертации. Основная цель данной диссертации исследовать вопросы
сходимости рядов по системе Франклина и ее обобщений. Получены следующие результа-
ты.

1. Если {nk} любая возрастающая последовательность натуральных чисел и отношение
nk+1 на nk ограничено, то nk-я частичная сумма ряда по системе Франклина не может
стремиться к +∞ на множестве положительной меры. Доказано также, что если это
отношение не ограничено, то существует ряд по системе Франклина, nk-я частичная
сумма которого стремиться к +∞ почти всюду в [0, 1].

2. Доказан признак сходимости ряда по общей системе Франклина соответствующая ква-
зидвоичному и сильно регулярному разбиению.

3. Решена задача поставленная Голубом в (см. [33]) о монотонно ограниченно полной ба-
зисности системы Франклина в пространствах C [0, 1] и L1 [0, 1].

4. Изучено явление Гиббса для общей системы Франклина и систем Стромберга.
Методы исследования. В работе использованы методы исследования ортогональных ря-
дов, анализа Фурье и метрический теорий функций.
Научная новизна. Все результаты, полученные в диссертации, являются новыми, обосно-
ваны строгими математическими доказательствами.
Теоретическая и практическая ценность. Работа имеет теоретический характер. Полу-
ченные результаты расширяют знания в области гармонического анализа и могут быть при-
менены в дальнейших исследованиях вопросов сходимости ортогональных рядов и базисно-
сти разных систем в банаховых пространствах.
Апробация полученных результатов. Основные результаты диссертации докладывались
на международных конференциях [8*]-[15*].
Публикации. Основные результаты диссертации опубликованы в 7 научных статьях. Спи-
сок статей приводится в конце автореферата ([1*]-[7*]).
Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из введения, двух глав и списка
цитируемой литературы, включающего в себе 69 наименонаваний. Общий объем диссертации
составляет 98 страниц.

Основное содержание диссертации

Во введении мы напоминаем несколько классических результатов о системе Франклина,
полученных разными авторами. Мы также формулируем два важных приложения системы
Франклина для построения базисов в пространстве всех непрерывно дифференцируемых
функций на единичном квадрате и в пространстве аналитических функций на открытом
единичном круге, которые непрерывно продолжаются до границы. Вопросы существования
базисов в этих пространствах были поставлены С. Банахом. Далее мы даем определение
системы Франклина и приведем два обобщения классической системы Франклина. В конце
введения описывается феномен Гиббса.

В первой главе мы исследуем вопросы сходимости общих рядов по системе Франклина
и по общей системе Франклина.

Выше приведены важные результаты разных авторов связанные со сходимостью к беско-
нечности тригонометрических рядов. Для рядов по системам Хаара и Уолша имеется сле-
дующая картина. А. Талалян и Ф. Арутюнян [26] доказали, что ряды по системам Хаара и
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Уолша не могут сходится к +∞ на множестве положительной меры. В работах [27], [28] даны
более простые доказательства этой теоремы. Однако (см. [29]), существуют равномерно огра-
ниченные ортонормированные системы функций, ряды по которым могут сходится к +∞ на
множестве положительной меры при любой перестановке членов ряда. Н. Погосян [30] уста-
новил, что для каждой полной ортонормированной системы существует ряд, который после
подходящей перестановки сходится почти всюду к +∞. В работе [31] Г. Геворкян доказал,
что ряд по системе Франклина не может сходится к +∞ на множестве положительной меры.
Это следует из следующей теоремы [31].

Tеорема 1.1.1 Пусть Sn (x) частичная сумма некоторого ряда по системе Франклина.
Тогда

µ
({
x ∈ [0, 1] : lim

k→∞
S2k (x) = +∞

})
= 0.

В разделе 1.2 изучается возможность стремления к +∞ частичных сумм Snk (x) ряда по
системе Франклина на множестве положительной меры.

Пусть {nk} любая возрастающая последовательность натуральных чисел. Обозначим че-
рез σk (x), k = 1, 2, . . ., суммы первых nk + 1 членов ряда

∞∑
n=0

anfn (x) . (1)

т. е.

σk (x) =

nk∑
n=0

anfn (x) .

в диссертации доказаны следующие теоремы.

Tеорема 1.1.2 Если sup
k∈N

nk+1

nk
< +∞, то

µ
({
x ∈ [0, 1] : lim

k→∞
σk (x) = +∞

})
= 0.

Tеорема 1.1.3 Если sup
k∈N

nk+1

nk
= +∞, то существует ряд по системе Франклина такой,

что lim
k→∞

σk (x) = +∞ почти всюду в [0, 1].

Tеорема 1.1.4 Для возрастающей последовательности {nk} условие

µ
({
x ∈ [0, 1] : lim

k→∞
σk (x) = +∞

})
= 0

выполняется для всех рядов вида (1) тогда и только тогда, когда sup
k∈N

nk+1

nk
< +∞.

Теорема 1.1.4 следует из теорем 1.1.2 и 1.1.3.
При доказательстве теоремы 1.1.1 важную роль играет понятие скалярного произведения

ряда (1) на функции пространства Sn, определенное в работе [43] и успешно примененное в
вопросах единственности рядов по системе Франклина (см. также [44], [45] и [31]).

Через S формально обозначим ряд (1). Из определения системы Франклина следует, что
если g ∈ Sm и n > m, то

1∫
0

fn (x) g (x) dx = 0.

6



Поэтому можно определить скалярное произведение ряда S и функции g ∈ Sm по формуле

(S, g) :=
∞∑
n=0

an

1∫
0

fn (x) g (x) dx =
m∑
n=0

an

1∫
0

fn (x) g (x) dx.

Очевидно, что если g1 ∈ Sm1 и g2 ∈ Sm2 , то для любых α, β имеем

(S, αg1 + βg2) = α (S, g1) + β (S, g2) .

Пусть δij-символ Кронекера, т. е. δij = 1, если i = j, и δij = 0, если i 6= j. Для n ≥ 2 определим
функции {Nn,i (t)}ni=0 (B-сплайны) следующим образом:

Nn,i (sn,j) = δij, j = 0, . . . , n и Nn,i (t) линейна на [sn,j−1, sn,j] , j = 1, 2, . . . , n.

Функции {Nn,i (t)}ni=0 нормированы в пространстве C [0, 1] и из Nn,i (sn,j) = δij следует, что
система {Nn,i (t)}ni=0 образует базис в Sn. Обозначив

Mn,i (t) :=
2

sn,i+1 − sn,i−1
Nn,i (t) ,

получим другой базис в Sn, который нормирован в L1 [0, 1].
Так как в дальнейшем изложении мы будем иметь дело только с функциями Mn,i, когда

n = nk, то с целью уменьшения количества индексов, вместо Mnk,i будем писать Mk
i .

Введем также обозначение τ ki := snk,i, ∆k
i := suppMk

i =
[
τ ki−1, τ

k
i+1

]
.

В разделе 1.3 доказан аналог теоремы Конягина для общей системы Франклина соот-
ветствующая квазидвоичному и сильно регулярному разбиению. Для классической системы
Фрaнклина эта теорема доказана Г. Геворкяном в [32].

Обозначим σn (x) =
n∑
k=0

akfk (x), x ∈ [0, 1], где {fn}∞n=0 система Франклина соответствую-

щая некоторому квазидвоичному и сильно регулярному разбиению отрезка [0, 1]. Сформу-
лируем основной результат этого раздела.

Tеорема 1.1.5 Если inf
n
σn (x) > −∞, x ∈ E то sup

n
σn (x) < +∞ почти всюду на E.

Теорему 1.1.5 можно сформулировать в следующей равносильной форме:

Tеорема 1.1.6 Справедливо равенство

µ

({
x ∈ [0, 1] : −∞ < lim inf

n
σn (x) ≤ lim sup

n
σn (x) = +∞

})
= 0.

В работе [46] доказана следующая теорема:

Tеорема 1.1.7 Следующие утверждения эквивалентны:

1.
∞∑
n=0

a2nf
2
n (x) < +∞, почти всюду на E.

2. sup |σn (x)| < +∞, почти всюду на E.

3.
∞∑
n=0

anfn (x), сходится почти всюду на E.
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4.
∞∑
n=0

anfn (x), сходится по мере безусловно на E.

Отметим, что подобная теорема доказана Ф. Арутюняном [47] для рядов Хаара, а для
мартингалов Р. Ганди [27]. Последовательность частичных сумм ряда Хаара является регу-
лярным мартингалом. В то же время последовательность частичных сумм ряда по общей
системе Франклина не является мартингалом. Но как показывает теорема 1.1.7 ряды по
общей системе Франклина имеют свойства похожие свойствам мартингалов.

Из теорем 1.1.5 и 1.1.7 вытекают следующие теоремы.

Tеорема 1.1.8 Если inf
n
σn (x) > −∞, x ∈ E то ряд

∞∑
n=0

anfn (x) сходится почти всюду

на E.

Tеорема 1.1.9 Если
∞∑
n=0

a2nf
2
n (x) = +∞ на E, то lim inf

n
σn (x) = −∞ и lim sup

n
σn (x) =

+∞ почти всюду на E.

Подобные теоремы доказаны Ф. Арутюняном [47] для рядов Хаара и Чоу для мартингалов
[48].

При доказательстве теоремы 1.1.5 важную роль играют функции Nn,i, i = 0, 1, . . . , n опре-
деленные выше и понятие скалярного произведения рядов по общей системе Франклина и
функции ϕ ∈ Sn, которые определяется так же как в случае классической системы Фран-
клина.

Обозначим Mn,i (t) :=
2

τn,i+1 − τn,i−1
Nn,i (t) и ∆n,i := [τn,i−1, τn,i+1].

Для обзора результатов раздела 1.4 приведем следующие определения.

Определение 1.1.1 Базис {en}∞n=0 в банаховом пространстве X называется ограничен-
но полным, если для любой последовательности чисел {an}∞n=0 удовлетворяющей условию

sup
n∈N

∥∥∥∥∥
n∑
k=0

akek

∥∥∥∥∥ < +∞, (2)

ряд
∞∑
n=0

anen сходится.

Если пространство содержит ограниченно полный базис, то пространство изоморфно сопря-
женному пространству (см. [49], стр. 70). В частности пространства C [0, 1] и L1 [0, 1] не имеют
ограниченно полные базисы. Дж. Голуб в [33] ввел понятие монотонно ограниченного бази-
са, которое слабее понятия ограниченного базиса. Напомним, что базис {en}∞n=0 в банаховом
пространстве X называется полунормированным, если существует постоянная C > 0, такая
что C−1 ≤ ‖en‖ ≤ C, n ∈ N.

Определение 1.1.2 Полунормированный базис {en}∞n=0 в банаховом пространстве X на-
зывается монотонно ограниченно полным, если для любой монотонной и сходящейся к нулю

последовательности чисел {an}∞n=0, удовлетворяющей условию (2) ряд
∞∑
n=0

anen сходится.
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Голуб [33] доказал, что базис Фабер-Шаудера в C [0, 1] монотонно ограниченно полна. Он
поставил следующий вопрос: будут ли системы Хаара и Франклина монотонно ограниченно
полными базисами в L1 [0, 1]. В работе [50] В. Кадец доказал, что система Хаара являет-
ся монотонно ограниченно полным базисом в L1 [0, 1]. В разделе 1.4 доказана, что система
Франклина монотонно ограниченно полная в L1 [0, 1] и C [0, 1], причем в случае L1 [0, 1] нами
доказано более сильное свойство чем монотонно ограниченная полнота системы Франклина.

При исследовании свойств системы Франклина важную роль сыграли экспоненциальные
оценки З. Чисельского (см. [6]):

Вопрос 1.1.1 Пусть n = 2µ + i, µ ∈ N ∪ {0}, i = 1, 2, . . . , 2µ, тогда существует такой
q ∈ (0, 1), что для всех k ∈ {0, 1, . . . , n}

C12
µ
2 q|k−(2i−1)| ≤ (−1)k+1 fn (sn,k) ≤ C22

µ
2 q|k−(2i−1)|.

Следствие 1.1.1 Для всех n ≥ 1 справедливы оценки
C3√
n
≤ ‖fn‖1 ≤

C4√
n
.

Нами доказаны следующие теоремы:

Tеорема 1.1.10 Пусть {an}∞n=0 последовательность действительных чисел, такая, что

|an|
nα
≤ C5

|ak|
kα

, n ≥ k

при некотором α ≥ 0. Если sup
n∈N

∥∥∥∥ n∑
k=0

akfk

∥∥∥∥
1

< +∞, то ряд
∞∑
n=0

anfn сходится в Lp [0, 1], для

всех 1 ≤ p <∞.

Tеорема 1.1.11 Система Франклина нормированная в L1 [0, 1] является монотонно огра-
ниченно полным базисом в этом пространстве.

Tеорема 1.1.12 Система Франклина нормированная в C [0, 1] является монотонно огра-
ниченно полным базисом в этом пространстве.

Во второй главе мы исследуем явление Гиббса для общей системы Франклина и систем
Стромберга. Приведем формальное определение феномена Гиббса

Определение 2.1.1 Пусть t0 точка разрыва первого рода функции q ∈ L1 [0, 1], причем
|q (t0+)− q (t0−)| = 2d > 0, и пусть последователность функций {qn (t)}+∞n=1 сходится к q (t)
в каждой точке некоторой окресности точки t0. Функцию

G (t0, q, {qn}∞n=1) = G (t0) = lim
t→t0
n→∞

1

d

∣∣∣∣qn (t)− q (t0+) + q (t0−)

2

∣∣∣∣
назовем функцией Гиббса для последовательности {qn (t)}∞n=1. Если G (t0) > 1, то скажем,
что для последовательности {qn (t)}∞n=1 в точке t0 имеет место явление Гиббса.

Хорошо известно (см. [2], стр. 123-126), что для частичных сумм ряда Фурье по тригоно-
метрической системе имеет место явление Гиббса: функция G (t0) не зависит от t0 и равна
постоянной Гиббса

G (t0) =
2

π

π∫
0

sin t

t
dt ≈ 1.17.
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Явление Гиббса для рядов Фурье по системе Уолша исследовано в работах [38] и [39].
Существование явления Гиббса для рядов Фурье по системе Уолша доказано А. Зубакином
в [38]. В [39] доказано, что значение постоянной Гиббса для частичных сумм рядов Фурье-
Уолша зависит от распределения точек разрыва функции, и для двоично-иррациональных

точек находиться между числами
4

3
и

3

2
. Значение

3

2
достигается почти всюду, а значение

4

3
в определенных точках. Подобные вопросы исследованы также в работах [40], [41].

Явление Гиббса для рядов Фурье по классической системе Франклина исследовано О.
Саргсяном в [42], где доказана следующая теорема:

Tеорема 2.1.1 Пусть t0 является точкой разрыва первого рода функции f ∈ L1 [0, 1].
Обозначим через Sn (f, t) частичную сумму ряда Фурье-Франклина функции f . Тогда в каж-
дой точке t0 ∈ (0, 1)

1 +

√
3− 1

3
≤ G (t0, f, {Sn (f)}∞n=1) ≤ 1 +

2
(√

3− 1
)

3
,

причем почти всюду

G (t0, f, {Sn (f)}∞n=1) = 1 +
2
(√

3− 1
)

3
.

Сформулируем основные результаты второй главы.

Tеорема 2.1.2 Пусть t0 является точкой разрыва первого рода функции f ∈ L1 [0, 1].
Обозначим через Sn (f, t) частичную сумму ряда Фурье по общей системе Франклина функ-
ции f . Тогда

a) G (t0, f, {Sn (f)}∞n=1) ≤ 2 для любого t0 ∈ (0, 1),

b) G (t0, f, {Sn (f)}∞n=1) ≥
5

4
для почти всех t0 ∈ [0, 1].

Замечание 2.1.1 Заметим, что нижняя грань в данном результате больше чем ниж-
няя грань в теореме 2.1.1.

Следствие 2.1.1 Явление Гиббса для рядов Фурье по общей системе Франклина имеет
место почти во всех точках [0, 1].

Для системы Стромберга мы исследуем следующую частичную сумму ряда Фурье-Стромберга:

S
(m)
i0,j0

(f, x) =

i0−1∑
i=−∞

+∞∑
j=−∞

ai,jf
(m)
i,j (x) +

j0∑
j=−∞

ai0,jf
(m)
i0,j

(x) , i0, j0 ∈ Z.

Tеорема 2.1.3 Пусть t0 неустраняемая точка разрыва первого рода функции f ∈ L2 (R).
Тогда

1 +
48− 28

√
3 + 8

√
2
(
2−
√

3
)

27
≤ G

(
t0, f,

{
S
(0)
i0,j0

(f, ·)
}+∞

i0,j0=−∞

)
≤ 1 + 2

√
3

3
,

причем G

(
t0, f,

{
S
(0)
i0,j0

(f, ·)
}+∞

i0,j0=−∞

)
=

1 + 2
√

3

3
, для почти всех t0 ∈ R.
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Следствие 2.1.2 Для частичных сумм ряда Фурье-Стромберга в случае m = 0, явление
Гиббса имеет место везде и функция Гиббса постоянна почти всюду.

Tеорема 2.1.4 Для частичных сумм ряда Фурье-Стромберга (при любом m) явление
Гиббса имеет место почти всюду.

В статье [52] для общей системы Франклина {fn}∞n=0 доказано, что для почти всех x ∈
[0, 1], если функция f ∈ L1 [0, 1] в точке x имеет разрыв первого рода, то ряд Фурье-
Франклина расходится в этой точке. До этого в [51] было доказано, что для классической
системы Франклина последное свойство справедливо для всех x ∈ [0, 1]. В связи с этим и с
теоремой 2.1.2 возникают следующие два вопроса:

Вопрос 2.1.1 Справедливо ли утверждение, что для рядов Фурье по произвольной об-
щей системе Франклина явление Гиббса имеет место для всех точек интервала (0, 1)?

Вопрос 2.1.2 Справедливо ли утверждение для произвольной общей системы Франкли-
на, что если в точке x ∈ [0, 1] функция f ∈ L1 [0, 1] имеет разрыв первого рода, то ряд
Фурье-Франклина расходится в этой точке?
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Am�o�owm

Atenaxosow�yownowm stacvel en het yal himnakan ardyownqner�:

1. Apacowcva� �, or e�e {nk}-n aynpisi a�o� bnakan �veri hajordakanow�yown �, or

nk+1

nk
-n sahmana�ak hajordakanow�yown �, apa Franklini hamakargov �arqi nk-rd

masnaki gowmar� �i karo� �gtel +∞-i drakan �a�i bazmow�yan vra: Apacowcva�

� na , or e�e
nk+1

nk
hajordakanow�yown� sahmana�ak ��, apa goyow�yown owni �arq

Franklini hamakargov, ori nk-rd masnaki gowmar� �gtowm �+∞-i hamarya amenowreq

[0, 1]-owm:

2. Apacowcva� � zowgamitow�yan haytani� Franklini �ndhanowr hamakargov �arqeri

hamar:

3. Low�va� � J. Holowbi ko�mic drva� xndir�: Masnavorapes apacowcva� �, or e�e{
f̃n

}∞

n=0
Franklini hamakargn �` normavorva� L1 [0, 1]-owm, {an}∞n=0 monoton 0-in �gto�

hajordakanow�yown �  sup
n∈N

∥∥∥∥ n∑
k=0

akf̃k

∥∥∥∥
1

< +∞, apa
∞∑
n=0

anf̃n �arq� zowgamet � L1 [0, 1]-owm:

Nowynpisi ardyownq stacvel � na C [0, 1]-owm:

4. Hetazotvel � Gibsi er owy�� Franklini �ndhanowr hamakargi  Strombergi hamakar-

geri hamar:
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Conclusion

1. It is proved that if {nk} is any increasing sequence of natural numbers and the ratio of

nk+1 to nk is bounded, then the nk-th partial sum of the series with respect to the Franklin

system can not tend to +∞ on a set of positive measure. It is also proved that if that ratio is

not bounded, then there exists a series with respect to Franklin system, such that the nk-th

partial sum of which tends to +∞ almost everywhere in [0, 1].

2. For series with respect to general Franklin system, a convergence criterion is proved.

3. The problem posed by J. Holub has been solved. In particular, it is proved that if
{
f̃n

}∞

n=0
is

the Franklin system normalized in L1 [0, 1], {an}∞n=0 is a sequence tending to zero monotonically

and sup
n∈N

∥∥∥∥ n∑
k=0

akf̃k

∥∥∥∥
1

< +∞ then the series
∞∑
n=0

anf̃n converges in L1 [0, 1]. A similar result is

also obtained in C [0, 1].

4. The Gibbs phenomenon is investigated for the general Franklin system and for Stromberg

systems.
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