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Общая характеристика работы

Актуальность темы. Теория нелинейных интегральных и интегро-
дифференциальных уравнений с некомпактными операторами в настоящее
время является одной из самых передовых. Интерес к ним привлекли,
в частности, важные приложения в различных отраслях современного
естествознания. Уравнения такого характера возникают в газовой динамике
(в кинетической теории газов и плазмы в рамках модифицированной модели
Бхатнагара-Гросса-Крука), в теории переноса излучения в неоднородных
средах, в математической теории распространения эпидемических
заболеваний в рамках модели Аткинсона-Ройтера и Дикмана-Каппера,
в динамической теории p-адических открытых, замкнутых и открыто-
замкнутых струн для скалярного поля тахионов, в математической теории
распределения национального дохода в рамках нелинейной модели Дж.
Саргана и т.д. (см. [2], [3], [5], [11], [12], [20], [21], [23], [28], [29]).
Исторически первые нелинейные интегральные уравнения исследованы в
20–30 годах прошлого века в работах П. Урысона и А. Гаммерштейна. Затем
научные школы М. Красносельского и Ф. Браудера начали систематические
исследования этих уравнений. В работах [7], [8] и [9] были найдены
достаточные условия полной непрерывности нелинейных операторов
Гаммерштейна и Урысона в различных банаховых пространствах. Используя
эти результаты и классические принципы существования неподвижных
точек, такие как теоремы Брауэра, Шаудера и Маркова-Какутани, в
работах [7], [9], [22] были разработаны теории разрешимости указанных
уравнений на ограниченных множествах. В дальнейшем были найдены
достаточные условия существования и единственности неподвижной точки
для нелинейных интегральных операторов Гаммерштейна в рефлексивных
банаховых пространствах (иногда без условия полной непрерывности
соответствующего оператора). Для этого использовалась известная теорема
Браудера-Минти о сюръективности коэрцитивных монотонных операторов.

В последнее время возрос интерес к нелинейным интегральным
уравнениям на неограниченных множествах, где операторы действуют в
нерефлексивных банаховых пространствах и не являются компактными.
Интерес к таким уравнениям обусловлен в первую очередь с их важным
значением в указанных выше приложениях. Такие уравнения требуют
отдельного изучения в зависимости от свойств ядра и нелинейности. Ниже
представлен краткий исторический обзор результатов исследований в этой
области.
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Первые исследования данных классов уравнений были начаты с работы
О. Дикмана (см. [23]), где было изучено нелинейное интегральное
уравнение типа свертки на числовой прямой. В этой работe было доказано
существование монотонного ограниченного положительного решения при
достаточно строгих ограничениях на ядро и нелинейность уравнения. Позже
этот результат был усилен в работе Х. А. Хачатряна и А. С. Петросян (см.
[17]) при более слабых условиях на нелинейности для интегральных уравнений
типа Гаммерштейна-Стилтьеса на прямой. Кроме того, в работе [17] была
доказана единственность решения в определенном конусном отрезке.

В 1997 году в работе Л. Г. Арабаджяна (см. [1]) была доказана
конструктивная теорема о существовании положительных решений для
квазилинейных интегральных уравнений сверточного типа на полуоси. В 2006
году Н. Б. Енгибаряном была доказана новая теорема о неподвижной точке
монотонного оператора в критическом случае, и этот результат был применен
в решении одного специального класса нелинейных интегральных уравнений
урысоновского типа (см. [6]). Аналогичные результаты были получены для
нелинейных интегральных уравнений гаммерштейновского типа на полуоси
и на всей прямой в работах Х. А. Хачатряна и его соавторов (см. [13]-
[19]). Использовался метод, основанный на теореме М. Красносельского о
неподвижных точках монотонных операторов, оставляющих инвариантными
соответствующие конусные отрезки в правильных конусах. Для этого
использовались рассуждения о существовании прямых и обратных элементов
у неотрицательных операторов с единичным спектральным радиусом.
В случае сильно миниэдрального конуса в вещественном банаховом
пространстве применялась теорема Биркхофа-Тарского о неподвижной точке
монотонного оператора. Однако следует отметить, что теорема Биркхофа-
Тарского не носит конструктивный характер.

В течение последних 30-и лет в связи с активным развитием p-адической
математической физики появился значительный интерес к исследованию
интегральных уравнений сверточного типа со степенными нелинейностями.
Первоначальные результаты, касающиеся ядер с гауссовским распределением,
были получены В. С. Владимировым и его научной школой в работах [2], [3]. В
этих работах были доказаны существование нетривиальных и ограниченных
решений, а также исследованы некоторые свойства построенных решений
(такие как монотонность, гладкость, асимптотическое поведение и т.д.).
Следует также отметить, что посредством этих решений указанных классов
уравнений можно исследовать специальные краевые задачи для уравнения
теплопроводности (см. [2]).
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Тем не менее, вопрос о единственности решения оставался неразрешенным
на протяжении длительного времени. В недавних работах Х. А. Хачатряна
была решена проблема единственности решения для более общих
интегральных уравнений сверточного типа с произвольным положительным
суммируемым ограниченным четным ядром и общей выпуклой монотонной
нелинейностью (см. [10], [12], [14], [16], [18], [19], [27]). В этих работах
были также представлены конструктивные теоремы о существовании
нетривиальных непрерывных монотонных и ограниченных решений, а также
были исследованы обычные и интегральные асимптотики построенных
решений на бесконечности. Полученные результаты были распространены на
соответствующие дискретные аналоги и системы нелинейных интегральных
уравнений в работах [24]-[26].

Настоящая диссертационная работа посвящена исследованию вопросов
существования, единственности, асимптотического поведения, а также
отсутствия нетривиальных ограниченных непрерывных решений для новых
классов нелинейных скалярных и векторных интегральных уравнений с
некомпактными операторами. В диссертационной работе изучены также
дискретные аналоги указанных нелинейных уравнений в пространстве
ограниченных последовательностей.

Исходя из вышеизложенных фактов можно считать, что тематика
диссертационной работы является весьма актуальной.

Цель работы. Основной целью настоящей диссертации является:

• Построение неотрицательных нетривиальных и ограниченных
решений для одного класса нелинейных интегральных уравнений
со стохастическим ядром на полуоси.

• Построение однопараметрического семейства нетривиальных
непрерывных и ограниченных решений для некоторых систем
квазилинейных интегральных уравнений типа Гаммерштейна-
Вольтерра.

• Доказательство конструктивной теоремы существования для систем
интегральных уравнений Гаммерштейна-Вольтерра с сильной
нелинейностью.

• Доказательство теорем существования и единственности для
интегральных уравнений на всей прямой с выпуклой и монотонной
нелинейностью.
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• Изучение некоторых качественных свойств построенных решений.

• Исследование отсутствия нетривиальных ограниченных решений для
соответствующих дискретных аналогов указанных уравнений.

Методы исследования. В работе использовались методы теории
нелинейных монотонных операторов действующих в нерефлексивных
банаховых пространствах, специальные итерационные методы, методы теории
интегральных уравнений Винера-Хопфа, методы теории матриц, методы
теории функций вещественной переменной.

Научная новизна. Все результаты, полученные в диссертации, являются
новыми, обоснованы строгими математическими доказательствами.

Практическая значимость. Результаты, полученные в диссертационной
работе, имеют теоретический и практический интерес. Эти результаты могут
быть использованы в конкретных задачах математический эпидемиологии, в
теории p-адических струн и в кинетической теории газов.

Основные положения, выносимые на защиту. На основе
проведенных исследований автором выносятся на защиту следующие
положения:

• Доказана конструктивная теорема существования неотрицательного
нетривиального и ограниченного решения для нового класса
нелинейных интегральных уравнений гаммерштейновского типа на
полуоси. Исследована также интегральная асимптотика решения на
бесконечности.

• Для одной системы квазилинейных интегральных уравнений
Гаммерштейна-Вольтерра построено однопараметрическое семейство
измеримых ограниченных нетривиальных решений. Доказано
существование предела на бесконечности построенных решений,
описаны множество параметров и монотонная зависимость решений от
параметра.

• Для систем интегральных уравнений Гаммерштейна-Вольтерра
с сильной нелинейностью доказана конструктивная теорема
существования ограниченного положительного решения. Кроме
того, исследованa обычная асимптотика построенного решения на
бесконечности.
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• Доказаны теоремы существования, отсутствия и единственности
нетривиального ограниченного решения для одного класса нелинейных
интегральных уравнений на всей прямой и соответствующих частных
дискретных аналогов указанных уравнений.

Апробация полученных результатов. Основные результаты
диссертации докладывались на международной конференции по
математическому анализу и дифференциальным уравнениям (г. Цахкадзор,
2022г), на годичной конференции Российско-Армянского Университета (РАУ,
2023г.), на семинарах отдела методов математической физики Института
Математики НАН Армении, на семинаре кафедры теории функций и
дифференциальных уравнений Ереванского Государственного Университета.

Публикации. Материалы диссертации опубликованы в 4 печатных
работах в рецензируемых журналах, входящих в перечень КВОН и в одном
сборнике тезисов международной конференции.

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из введения,
трех глав, содержащих 12 параграфов, заключения и списка цитируемой
литературы, включающего в себе 117 наименований. Общий объем
диссертации составляет 89 страниц.

Содержание работы

Во введении обоснована актуальность диссертационной работы,
аргументирована научная новизна исследований, показана практическая
значимость полученных результатов и изложено краткое содержание
диссертации.

Первая глава Первая глава диссертации посвящена изучению
следующего класса нелинейных интегральных уравнений с консервативным
ядром на положительной полупрямой:

f(x) = λ(x)

∞∫
0

K(y)G(f(r(x, y)))dy, x ∈ R+ := [0,+∞) (1)

относительно искомой неотрицательной и ограниченной функции f(x). В
вышеуказанном уравнении функции λ и K измеримы на множестве R+ и
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удовлетворяют следующим условиям:

a) 0 ≤ λ(x) ≤ 1, λ(x) ̸≡ 1, x ∈ R+, λ(x) ↑ на R+, x(1− λ(x)) ∈ L1(R+),

b) K(x) > 0, x ∈ R+,K ∈ L1(R+),

∫ ∞

0

K(x)dx = 1,

где L1(R+) — пространство суммируемых функций на множестве R+.
Нелинейность G обладает следующими свойствами:

1) существует число η > 0 такое, что G ↑ на отрезке [0, η],

2) G(u) ≥ u, u ∈ [0, η], G(η) = η,

3) G(0) = 0, G ∈ C(R+),
где C(R+) — пространство непрерывных функций на множестве R+.

В уравнении (1) r(x, y) — непрерывная функция на R+×R+, принимающая
неотрицательные значения и удовлетворяющая следующим ограничениям:

I) при каждом фиксированном x ∈ R+ функция r(x, y) ↑ по y на множестве
R+ и при каждом фиксированном y ∈ R+ функция r(x, y) ↑ по x на R+,

II) r(x, 0) ≥ x, x ∈ R+ и существует число δ > 0 такое, что

r(x, δ) ≥ x+ δ, x ∈ R+.

В различных частных случаях данный класс уравнений имеет приложения в
конкретных разделах математической физики. В частности, такие уравнения
встречаются в теории переноса излучения, в кинетической теории газов, в
кинетической теории плазмы и в р-адической теории открыто-замкнутой
струны (см. [2], [3], [5], [20]). Сочетание специальных итерационных
методов с методами теории монотонных операторов, действующих на
определенных конусных отрезках, позволяет доказать конструктивную
теорему существования неотрицательного нетривиального ограниченного
решения, имеющего конечный предел в бесконечности.

Сперва наряду с уравнением (1) рассматривается следующее линейное
вспомогательное интегральное уравнение на полуоси:

φ(x) = 1− λ(x) +

∞∫
0

K(y)φ(r(x, y))dy, x ∈ R+ (2)

относительно искомой измеримой функции φ(x). Здесь функции λ, K и r

удовлетворяют условиям a), b) и I), II) соответственно.
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Доказывается следующая
Лемма 1.1. При условиях a), b) и I), II) линейное интегральное

уравнение (2) обладает неотрицательным суммируемым на множестве R+

решением φ(x), кроме того φ(x) ↓ на R+ и следующие оценки имеют место:

φ(x) ≥ 1− λ(x), x ∈ R+, (3)

0 <

∞∫
0

φ(x)dx ≤

 ∞∫
δ

K(y)dy

−1

·
∞∫
0

(
2x

δ
+ 1

)
(1− λ(x))dx. (4)

Более того, если дополнительно K ∈ M(R+) и r(0, y) ≥ y, y ∈ R+, то φ ∈
M(R+).

Замечание 1.1. Проводя аналогичные рассуждения, как в ходе
доказательства сформированной леммы, можно убедиться, что при
условиях a), b) и I), II), если

∞∫
0

xp(1− λ(x))dx < +∞

для некоторого натурального p > 1, то

∞∫
0

xp−1φ(x)dx < +∞.

Замечание 1.2. Следует отметить, что условие b) на самом деле
является существенным, ибо если, например, предполагать, что K(x) ≥ 0

и suppK =
[
δ
2 ,+∞

)
, то выбирая

r(x, y) =


x, 0 ≤ y < δ

2 ,

x+ 2
(
y − δ

2

)
, δ
2 ≤ y,

уравнение (2) не будет обладать суммируемым монотонно убывающим и
неотрицательным решением, λ(x) ̸≡ 1 (об этом подробнее см. в главе 1).

Используя лемму 1.1 и некоторые априорные оценки для вогнутых
(выпуклых вверх) функций удается доказать следующий основной результат
первой главы:

Теорема 1.1. При условиях a), b), 1)-3) и I), II) нелинейное
интегральное уравнение (1) обладает неотрицательным нетривиальным и
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ограниченным на R+ решением f(x), причем существует

lim
x→+∞

f(x) = η и η − f ∈ L1(R+).

Замечание 1.3. Так как по условию 3) G(0) = 0, уравнение
(1) обладает тривиальным (нулевым) решением: f(x) ≡ 0 на R+.
Из вышеприведенной теоремы следует существование второго решения
уравнения, причем являющегося нетривиальным и ограниченным.

Замечание 1.4. Отметим также, что в общем случае в пространстве
ограниченных на R+ функций единственность решения уравнения (1) не
имеет место. В качестве подтверждения приведем следующий интересный
пример уравнения с нелинейностью G(u) = u + sin2u, u ∈ R+, для
которой выполняются все условия 1)–3), в чем несложно убедиться. Однако
отображение y = G(u) обладает счетным числом неподвижных точек
ηk = πk, k = 0, 1, 2, ..., и на каждом из отрезков [0, ηk], k = 1, 2, 3, ...

функция G(u) удовлетворяет условиям 1), 2). Согласно теореме 1.1 эти
неподвижные точки порождают однопараметрическое семейство решений{
f (k)(x)

}∞
k=0

для уравнения (1), причем

lim
x→+∞

f (k)(x) = πk, πk − f (k) ∈ L1(R+), k = 0, 1, 2, ... .

Таким образом, данный контрпример подсказывает, что в общем случае
нарушается единственность решения уравнения (1) в пространстве
ограниченных на R+ функций.

Вторая глава Вторая глава диссертации посвящена изучению и решению
некоторых систем нелинейных интегральных уравнений с монотонным
интегральным оператором типа Гаммерштейна-Вольтерра. Указанные
системы, при конкретных частных представлениях матричных ядер и
нелинейностей, имеют приложения в различных областях математической
физики и математической биологии (см. [5], [20], [23], [29]).

В указанной главе исследуются следующие системы квазилинейных
и существенно нелинейных интегральных уравнений с монотонными
операторами типа Гаммерштейна-Вольтерра на всей прямой R := (−∞,+∞):

fi(x) =

n∑
j=1

x∫
−∞

Kij(x, t){fj(t) + ωij(t, fj(t))}dt, i = 1, ..., n, x ∈ R, (5)

φi(x) =

n∑
j=1

x∫
−∞

Kij(x, t){Gj(φj(t)) + ωij(t, φj(t))}dt, i = 1, ..., n, x ∈ R, (6)
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относительно искомых измеримых на множестве R вектор-функций
f(x) = (f1(x), ..., fn(x))

T и φ(x) = (φ1(x), ..., φn(x))
T соответственно (T

— знак транспонирования). В системах (5) и (6) матричное ядро
K(x, t) = (Kij(x, t))

n×n
i,j=1 удовлетворяет следующим ограничениям:

a) Kij(x, t) > 0, (x, t) ∈ R2 := R× R, Kij ∈ L∞(R2), i, j = 1, 2, ..., n,

где L∞(R2) — пространство существенно ограниченных функций на R2,

b) существует такая симметричная матрица A = (aij)
n×n
i,j=1 с

положительными элементами aij и с единичным спектральным
радиусом, что

b1)
γij(x) :=aij −

x∫
−∞

Kij(x, t)dt ≥ 0, γij(x) ̸≡ 0, x ∈ R,

lim
x→−∞

γij(x) = 0, i, j = 1, 2, ..., n,

b2)
∞∫
t

Kij(x, t)dx ≤ aij , t ∈ R, i, j = 1, 2, ..., n,

b3)
0∫

−∞

(−x)γij(x)dx < +∞, i, j = 1, 2, ..., n,

c) существует символ δ0 > 0 такой, что

εij := inf
x∈(−∞,0]

∞∫
δ0

Kij(x+ y, x)dy > 0, i, j = 1, 2, ..., n.

Из свойств матрицы A, в силу теоремы Перрона (см. [4]), следует,
что существует вектор η = (η1, ..., ηn)

T с положительными координатами
ηi, i = 1, 2, ..., n, такой, что

Aη = η. (7)

Нелинейности {Gj(u)}nj=1 и {ωij(t, u)}n×n
i,j=1 удовлетворяют следующим

условиям:

I) Gj ∈ C(R+) выпуклы вверх на множестве R+, Gj(0) = 0, j = 1, 2, ..., n,

II) Gj(u) монотонно возрастают по u на множестве R+, j = 1, 2, ..., n,
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III) существует число α > 0 такое, что Gj(η
∗
j ) = η∗j , Gj(u) ≥ u, u ∈ [0, η∗j ],

где η∗j = αηj , j = 1, 2, ..., n,

A) ωij(t, 0) ≡ 0, t ∈ R, i, j = 1, 2, ..., n,

B) при всяком фиксированном t ∈ R функции ωij(t, u), i, j = 1, 2, ..., n

монотонно возрастают по u на множестве R+,

C) существуют
βij(t) := sup

u∈R+

(ωij(t, u)) , i, j = 1, 2, ..., n,

причем функции βij(t), i, j = 1, 2, ..., n монотонно не убывают по t на
множестве R и удовлетворяют следующим неравенствам:

n∑
j=1

βij(x) (aij − γij(x)) ≤
n∑

j=1

ηjγij(x), x ∈ R, i = 1, 2, ..., n, (8)

D) {ωij(t, u)}n×n
i,j=1 удовлетворяют условию Каратеодори по аргументу u на

множестве R×R+, то есть при каждом фиксированном u ∈ R+ функции
{ωij(t, u)}n×n

i,j=1 измеримы по t на R, и почти при всех t ∈ R эти функции
непрерывны по u на множестве R+.

Изучение систем нелинейных интегральных уравнений (НИУ) (5) и (6),
кроме чисто математического интереса, имеет также важный интерес в
различных прикладных задачах математической физики и математической
биологии. В частности, при конкретных представлениях матричных ядер
{Kij(x, t)}n×n

i,j=1 и нелинейностей {Gj(u)}nj=1, {ωij(t, u)}n×n
i,j=1 такие системы

НИУ встречаются в кинетической теории газов, в теории переноса излучения
в марковских процессах и в математической теории пространственно-
временного распространения эпидемии (см. [5], [20], [23], [29]).

В том случае, когда ядра {Kij(x, t)}n×n
i,j=1 зависят от разности своих

аргументов и удовлетворяют условию закритичности (спектральный радиус
матрицы A больше единицы) при определенных ограничениях на функции
{ωij(t, u)}n×n

i,j=1 система (5) на (−∞, 0] (и соответствующая система НИУ
на R+, интегрирование в правой части которой проводится от x ≥ 0 до
+∞) достаточно подробно исследовалась в работе [24]. В указанной главе
построено однопараметрическое семейство положительных суммируемых
и ограниченных на (−∞, 0] (на R+) решений и описано множество
соответствующих параметров.

Следует также отметить, что при

Kij(x, t) = Kij(x− t), (x, t) ∈ R2, i, j = 1, 2, ..., n
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соответствующие системы НИУ сверточного типа (т.e. когда интегрирование
в правых частях (5) и (6) проводится от −∞ до +∞) были изучены в работe
[25].

Основными результатами, приведенными во второй главе, являются
нижеприведенные две теоремы.

Теорема 2.1. При условиях a) - c) и A) - D) система
НИУ (5) обладает однопараметрическим семейством покомпонентно
неотрицательных (нетривиальных) и ограниченных решений fγ(x) =

(fγ
1 (x), ..., f

γ
n (x))

T , γ ∈ (0,+∞), причем существуют lim
x→−∞

fγ
j (x) = ηjγ и

ηjγ − fγ
j ∈ L1(−∞, 0), j = 1, 2, ..., n, γ ∈ (0,+∞).

Теорема 2.2. При условиях a) - c), I) - III) и A) - D) система НИУ (6)
имеет покомпонентно неотрицательное (нетривиальное) и ограниченное на
R решение φ(x) = (φ1(x), ..., φn(x))

T , причем существуют lim
x→−∞

φj(x) = η∗j

и η∗j − φj ∈ L1(−∞, 0), j = 1, 2, ..., n.
В конце главы приводятся конкретные примеры матричных ядер

{Kij(x, t)}n×n
i,j=1 и нелинейностей {Gj(u)}nj=1, {ωij(t, u)}n×n

i,j=1, удовлетворяющие
всем условиям теорем 2.1 и 2.2. Отметим, что часть этих примеров имеют
прикладной характер, они возникают в конкретных задачах математической
физики и биологии (см. [5], [20], [23], [29]).

Третья глава диссертации состоит из двух частей.
В первой части рассматривается следующий класс НИУ на всей

числовой оси:

Q(f(x)) =

∞∫
−∞

K(x, t)f(t)dt, x ∈ R (9)

относительно искомой измеримой неотрицательной и ограниченной на R
функции f(x). В уравнении (9) нелинейность Q ∈ C(R) удовлетворяет
следующим условиям:

q1) Q(−x) = −Q(x), x ∈ R и y = Q(u) ↑ на R,

q2) существует Q′′(u) > 0, при u > 0,

q3) существует число η > 0 такое, что Q(η) = η.

Ядро K(x, t) определено на множестве R × R и обладает следующими
свойствами:

k1) K(x, t) > 0, (x, t) ∈ R×R, K ∈ CM (R×R), где CM (R×R) — пространство
непрерывных и ограниченных функций на множестве R× R,
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k2) K(x, t) = K(−x,−t) = K(t, x), (x, t) ∈ R× R,

γ(x) := 1−
∞∫

−∞
K(x, t)dt ∈ L1(R), причем γ(x) ≥ 0, x ∈ R,

k3) существует κ := sup
r≥0

r∫
0

∞∫
r

K(x, t)dtdx < +∞,

k4) µ :=
0∫

−∞

∞∫
0

K(x, t)dtdx < +∞.

При различных частных представлениях ядра K и нелинейности Q, уравнение
(9) имеет приложения во многих областях естествознания. В частности,
когда ядро K зависит от разности своих аргументов, а Q−1(u) = u − ω(u),

ω ↓ на [A,+∞), ω ∈ L1(R+) ∩ CM (R+), A ≥ 0 (Q−1(u) — обратная
функция к функции Q(u)), уравнение (9) возникает в теории переноса
излучения, в спектральных линиях (см. [1], [5]). В случае, когда ядро
K из себя представляет гауссовское нормальное распределение следующего
вида: K(x, t) = 1√

π
e−(x−t)2 , а Q(u) = up, p > 2 — нечетное число, уравнение

(9) имеет непосредственное применение в динамической теории p-адических
открыто-замкнутых струн для скалярного поля тахионов (см. [2], [3], [16]).
В том случае, когда K(x, t) = λ(x)

◦
K(x− t), K0(τ) > 0,K0(−τ) = K0(τ),

K0 ↓ R+,
∞∫
0

◦
K(τ)dτ = 1

2 ,
∞∫
0

t
◦
K(t)dt < +∞, 0 ≤ λ(x) ≤ 1, λ(x) ̸≡ 1, x ∈ R,

1 − λ ∈ L0
1(R), а Q−1(u) = γ(1 − e−u), γ > 1 — числовой параметр,

уравнение (9) имеет приложение в математической теории географического
распространения пандемии (см. [11], [29]).

Следующие 3 леммы являются ключевыми для доказательства основных
результатов и одновременно представляют самостоятельный интерес:

Лемма 3.1. Пусть выполняются условия q1), q2), q3), k1) и k2).
Тогда любое неотрицательное и ограниченное на R решение f уравнения
(9) является непрерывной функцией на множестве R и удовлетворяет
неравенству f(x) ≤ η, x ∈ R.

Лемма 3.2. При условиях q1) − q3), k1) − k4) любое неотрицательное
и ограниченное решение f уравнения (9) удовлетворяет следующему
включению: f −Q(f) ∈ L1(R).

Лемма 3.3. При условиях леммы 3.1 для любого неотрицательного и
ограниченного на R решения f(x) уравнения (9) справедливо неравенство

0 ≤ f(x)−Q(f(x)) ≤ Q′(η)(η − f(x)), x ∈ R.

Основными результатами первой части третьей главы являются
следующие три теоремы:
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Теорема 3.1. При условиях q1) − q3), k1) − k4), если γ(x) ≡ 0, то
уравнение (9) в классе неотрицательных и ограниченных на R функций,
кроме тривиальных решений f(x) ≡ 0 и f(x) ≡ η, других решений не имеет.

Теорема 3.2. Пусть существует число ε0 ∈ (0, 1) такое, что
γ(x) ≤ 1− ε0, γ(x) ̸≡ 0, x ∈ R. Тогда, если уравнение Q(u) = ε0u имеет
положительное решение, то при условиях q1) − q3) и k1), k2) уравнение (9)
имеет положительное решение f∗(x) на R и η − f∗ ∈ L1(R).

Теорема 3.3. Пусть выполняются условия q1)− q3) и k1)− k4). Тогда,
если существует число ε0 ∈ (0, 1), для которого уравнение Q(u) = ε0u имеет
положительное решение и γ(x) ≤ 1 − ε0, γ(x) ̸≡ 0, x ∈ R, то уравнение (9)
в классе неотрицательных нетривиальных и ограниченных на R не может
иметь более одного решения.

Вторая часть третьей главы посвящена исследованию следующей
системы бесконечных алгебраических уравнений с монотонной
нелинейностью:

Q(xn) =

+∞∑
j=−∞

an−jxj , n ∈ Z := {0,±1,±2, ...}, (10)

относительно бесконечного вектора x = (..., x−1, x0, x1, ...)
T . В системе (10)

последовательность {an}+∞
n=−∞ удовлетворяет следующим условиям:

an > 0, an = a−n, n ∈ Z, an ↓ по n на N, (11)

+∞∑
n=−∞

an = 1,

+∞∑
j=−∞

aj · |j| < ∞. (12)

Нелинейность Q удовлетворяет условиям q1)− q3), а решение уравнения (10)
ищется в классе ограниченных последовательностей m:

m :=

{
x = (..., x−1, x0, x1, ...)

T : sup
n∈Z

|xn| < +∞
}
.

Сперва доказываются следующие две леммы, необходимые для
доказательства основного результата второй части третьей главы:

Лемма 3.4. Пусть выполнаются условия (11), (12) и q1) - q3). Тогда
координаты любого решения x = (..., x−1, x0, x1, ...)

T ∈ m системы (10)
удовлетворяют следующей двусторонней оценке:

−η ≤ xn ≤ η, n ∈ Z.

Лемма 3.5. При условиях леммы 3.4, если координаты решения
уравнения (10) x = (..., x−1, x0, x1, ...)

T ∈ m удовлетворяют условию xn ≥ 0,
15



n ∈ Z, то xn ≥ Q(xn), n ∈ Z и имеет место следующее включение
x−Q(x) ∈ l1, то есть

+∞∑
n=−∞

(xn −Q(xn)) < ∞.

Основным же результатом второй части является следующая
Теорема 3.4. При условиях (11) (12) и q1)-q3) система (10) не обладает

неотрицательным, нетривиальным и ограниченным решением.
В конце главы приводятся конкретные примеры прикладного характера

ядра K, функции Q и последовательностей {an}+∞
n=−∞, удовлетворяющие

условиям доказанных утверждений.
Основные результаты диссертации опубликованы в работах [1*]-[5*].
Автор выражает сердечную благодарность и искреннюю

признательность своему научному руководителю д.ф.м. наук, профессору
Х. А. Хачатряну за постановку столь широкоприменимых задач и
предоставления многочисленных ценных советов в процессе их решения, за
его моральную поддержку.
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AM�O�UM

A. �. Hakobyan

ANSAHMANA�AK TIROWY�NERI VRA MONOTON O�

G
AYNOW�YAMB ORO
 INTEGRAL HAVASAROWMNER

Atenaxosakan a�xatanq� nvirva� � Hamer�teyni tipi oro� daseri

skalyar  vektorakan o� g�ayin integral havasarowmneri  dranc

diskret hangowynneri o� trivial, sahmana�ak low�owmneri goyow�yan,

miakow�yan, in�pes na dranc bacakayow�yan harceri hetazotman�:

Atenaxosakan a�xatanqowm katarvel � na ka�owcva� low�owmneri

orakakan hatkow�yownneri verlow�ow�yown: Masnavorapes owsowmnasirvel

en low�owmneri asimptotik varqn anverjow�yownowm, monotonow�yown�,

an�ndhatow�yown�, in�pes na integral asimptotikan: Aydpisi

havasarowmner�, baci inqnowrowyn ma�ematikakan hetaqrqrow�yownic,

kar or en na �amanakakic bnagitow�yan tarber ow��ow�yownnerowm irenc

owneca� kira�ow�yownneri tesankyownic: Masnavorapes nman havasarowmner

handipowm en p-adik bac-�ak lareri tesow�yownowm, gazeri kinetik

tesow�yownowm, anhamase� mijavayrerowm �a�agay�man te�a�oxman

tesow�yownowm  oro� modelneri �rjanaknerowm varaki� hivandow�yownneri

tara�man ma�ematikakan tesow�yownowm: Hatowk iteracion me�odneri

zowgakcowm� o� g�ayin monoton �peratorakan havasarowmneri tesow�yan

me�odneri  �a�e�i tipi integral �peratorneri tesow�yan me�odneri

het hnaravorow�yown en talis apacowcel ver� n�va� havasarowmneri

hamar o� trivial, an�ndhat  sahmana�ak low�owmneri goyow�yan  

miakow�yan nor �eoremner: Ditarkvo� havasarowmneri hamapatasxan

diskret hangowynneri hamar bervowm en na bavarar paymanner, oronq

apahovowm en o� trivial  sahmana�ak low�owmneri bacakayow�yown�:

Atenaxosow�yownowm stacvel en  pa�tpanow�yan en nerkayacvowm het yal

himnakan ardyownqner�.

• Kisa�ancqi vra Hamer�teyni tipi o� g�ayin integral havasarowmneri
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mi nor dasi hamar apacowcvel � anverjow�yownowm verjavor sahman

owneco� o� bacasakan, o� trivial  sahmana�ak low�man goyow�yan

�eorem: Avelin, gtnvel � low�man integral asimptotikan: Bervel �

n�va� havasarowmneri masnavor �rinak, orn owni mek parametranoc

low�owmneri �ntaniq, orte� parametrer� patkanowm en bnakan �veri

bazmow�yan�:

• Hamer�teyn-Volterayi tipi mi qvazig�ayin integral havasarowmneri

hamakargi hamar ka�owcvel � o� trivial, �a�eli, sahmana�ak

 anverjow�yownowm verjavor sahman owneco� low�owmneri mek

parametranoc �ntaniq: Nkaragrvel en parametreri bazmow�yown�  

ka�owcva� low�owmneri monoton kaxva�ow�yown� parametric:

• Ow�e� o� g�aynow�yamb Hamer�teyn-Volterayi tipi integral

havasarowmneri hamakargi hamar apacowcvel � drakan sahmana�ak

low�man goyow�yan konstrowktiv �eorem: Hetazotvel � ka�owcva�

low�man sovorakan  integral asimptotikan anverjow�yownowm:

• Ambo�j a�ancqi vra ow�owcik o� g�aynow�yamb  stoxastik korizov

integral havasarman hamar apacowcvel en o� trivial, sahmana�ak

low�man goyow�yan  miakow�yan �eoremner: Stacva� ardyownqner�

kira�vel en taxionyan skalyar da�teri hamar, p-adik bac  �ak

lareri dinamik tesow�yownowm:

• Ver� n�va� integral havasarowmneri hamapatasxan diskret

hangowynneri hamar stacvel en bavarar paymanner, oronq apahovowm

en sahmana�ak hajordakanow�yownneri tara�ow�yownowm o� trivial, o�

bacasakan low�owmneri bacakayow�yown�:
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R E S U M E

Aleksandr Hakobyan
Some integral equations with monotonic nonlinearity in

unbounded domains

The thesis work is devoted to the study of existence, uniqueness and absence

of bounded solutions for some classes of scalar and vector nonlinear Hammerstein

type integral equations and their discrete analogues. The thesis work also contains

the analysis of qualitative properties of the constructed solutions. In particular

the asymptotic behavior at infinity, monotonicity, continuity and also the integral

asymptotics of the solutions were studied.

Besides pure mathematical interest such equations can be applied in many

areas of natural sciences. In particular equations of this type arise in the theory of

p-adic open-closed strings, in kinetic theory of gases, in radiative transfer theory in

inhomogeneous media and in mathematical epidemic spread theory within various

models.

Combination of special iteration methods with the theory of nonlinear

monotonous operator equations and the theory of convolution type integral equa-

tions allows to prove new constructive theorems regarding the existence and

uniqueness of non-trivial continuous and bounded solutions for the above men-

tioned equations. Also, sufficient conditions which ensure the absence of non-trivial

bounded solutions for the corresponding discrete analogues of the considered equa-

tions are provided.

The basic results obtained in thesis are the following:

• For new class of nonlinear integral Hammerstein type equations on half-

line an existence theorem for non-negative non-trivial and bounded solution,

which has a finite limit at infinity is proven. Moreover, the integral asymp-

totic for the constructed solution is found. A special example of such class of

equations, which has a one-parameter family of solutions is provided, where

the set of the parameters is the set of natural numbers.
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• One parameter family of bounded (non-trivial) measurable solutions, which

have a finite limit at infinity is constructed for one system of quasilinear

Hammerstein-Volterra type integral equations. The set of parameters and

the monotonic dependency of the constructed solutions on the parameter are

described.

• A constructive existence theorem of a bounded positive solution for a sys-

tem of Hammerstein-Volterra integral equations with strong nonlinearity is

proven. The usual and integral asymptotics of the constructed solution at

infinity are also studied.

• Theorems regarding the existence and uniqueness of a non-trivial bounded

solution of an integral equation on the entire line with convex nonlinearity

and a stochastic kernel are proven. The results obtained are applicable in the

dynamic theory of p-adic open-closed strings for the scalar field of tachyons.

• Sufficient conditions have been found, which ensure the absence of non-trivial

non-negative solutions in the space of bounded sequences, for the correspond-

ing discrete analogues of the above integral equations.
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